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Philosophie. Logik. 


Severi, Francesco: L’universo visto da un matematico. Archimede, Firence 
1, 145—148 (1949). 

Skizze einer Auseinandersetzung mit der in Italien z. Z. vom ‚Centro di studi 
metodologiei“ in Turin vertretenen Wissenschaftslehre des logizistischen Neo- 
Positivismus. Der Verf. bekennt sich zu einem Wissenschaftsbegriff, der die 
Forschung nicht aufgehen läßt in einer (die Zukunft antizipierenden) Darstellung 
von Beobachtungsdaten in einer mathematisierten Sprache, sondern aufruht auf 
dem Glauben an eine von der Forschung vorschreitend approximierte absolute 
Realität ‚‚fuori del tempo e dello spazio, la quale sola puo placare la nostra in- 
quietudine‘“. Heinrich Scholz (Münster). 


eDarbon, Andr&: La philosophie des math@matiques: &tude sur la logistique 
de Russell. (Biblioth. de Philos. contemporaine.) Paris: Presses Univ. 1949. XII, 
203 p. 400 fr. 


Diese umfangreiche Studie interpretiert sich selbst als eine philosophische Überprüfung 
der Whitehead-Russellschen Konstruktion der klassischen Mathematik. Sie wendet sich an ein 
philosophisches Publikum ohne mathematische Vorbildung (p. 56). Die Rücksicht auf dieses 
Publikum geht so weit, daß nicht einmal der Versuch gemacht wird zu sagen, was unter einer 
Formalisierung der für den Aufbau der klassischen Mathematik erforderlichen Logik zu verstehen 
ist. Es wird auch nichts von den Aporien gesagt, die eine solche Formalisierung zu überwinden 
hat. Der Standort ist etwa der von 1915. Alles Spätere bleibt unberücksichtigt. Man erfährt 
also nichts von dem gegenwärtigen Stande, folglich auch nichts von der profunden Überprüfung 
der Russellschen Konstruktion, die ihm vorangegangen ist. Die Materie ist auf 16 Vorlesungen 
verteilt. Auf zwei einleitende Vorlesungen folgen ein ganz allgemein gehaltener Überblick über 
den Klassen- und Relationenkalkül. Dann eine Vorlesung über Charakter und Methode der 
Mathematik (im Russellschen Sinne). Sie scheint mir das beste Stück zu sein, bis auf den mir 
nicht zugänglichen Einwand, daß Russell dem Philosophen ‚‚une bonne theorie de la pensde 
confuse‘ schuldig geblieben sei. Es folgt eine auf Andeutungen beschränkte Einführung in die 
Russellsche Konstruktion und Theorie der natürlichen Zahlen, in der nächsten Vorlesung eine 
philosophische Kritik dieser Konstruktion, für deren Beurteilung ich mich nicht zuständig fühle. 
Es werden ferner diskutiert der Begriff der Ordnung, die Einführung der transfiniten Zahlen, 
die Analysis des Continuums und der allgemeine Begriff der Größe. Zwei weitere Vorlesungen 
haben zum Thema (1) den Raum und die Geometrie, (2) Materie, Bewegung, Kausalität. In 
zwei abschließenden Vorlesungen (,‚Mathematiques et logique formelle“, „Le r&alisme logique‘) 
wird der Russellsche Logizismus als Ganzes überprüft. Er wird zwar als eine denkwürdige 
Leistung anerkannt; aber er wird doch als wesentlich zu leicht befunden, nämlich als eine Aus- 
lieferung der Mathematik und der Logik an einen konventionalistischen Nominalismus (p. 175) 
und als eine irreführende Unterschätzung des Schöpferischen in der Mathematik (p. 174). „La 
pensee mathematique a sen genie propre“. Ein gemäßigter Kantischer Intuitionismus wird 
angemeldet. Auf die intnitionistische Mathematik wird an keiner Stelle Bezug genommen. 

5 Heinrich Scholz (Münster). 

e Waismann, F.: Introduzione al pensiero matematico. Trad. L. @eymonat. 
Torino: Einaudi 1947. 

Wright, 6. H. v.: On the idea of logical truth. I. Comment. phys.-math., Soc. 


Sci. Fennica 14, Nr. 4, 20 S. (1948). 

Die Arbeit soll als ein Vorbericht zu einem vom Verf. beabsichtigten Buch 
über die Grundlagen der Logik aufgefaßt werden. Es soll gezeigt werden, daß der 
Begriff der Tautologie (gemeint ist offenbar die semantische Methode) sich in der 
Logik in größerem Umfange anwenden läßt, als es oft angenommen wird. Als 
Beispiel dafür wird geboten: in $1 (The logie of propositions) eine semantische 


- bzw. matrizenlogische Begründung des zweiwertigen Aussagenkalküls. In $2 
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(the non-quantified logie of properties) wird ein zum Aussagenkalkül ‚isomorpher““ 
Eigenschaftskalkül entwickelt. Den Wahrheitswerten und Wahrheitsfunktionen 


entsprechen ‚‚presence-values‘ und „‚presence-functions“ (Gegenwart bzw. Ab- 


wesenheit einer Eigenschaft in einem Ding). Der Kalkül entspricht dem Klassen - 
kalkül in Hilbert-Ackermann, Grundzüge, Kap. II, $1. — In $3 (the quanti- 


fied logie of properties) wird für einen Kalkül, der der Vereinigung von Klassen- | 


und Aussagenkalkül (Hilbert-Ackermann, Kap. Il, $ 2) entspricht, eine Lösung 
des Entscheidungsproblems angegeben. @. Hasenjaeger (Münster). 


Bengy-Puyvallde, Renaud de: Sur la relation de eomposabilite dans les logiques 
de complömentarite. ©. r. Acad. Sci., Paris 228, 624—626 (1949). 

Frau Destouches-F&vrier hat neuerdings gezeigt, daß die intuitionistische, 
negationslose mathematische Logik, deren Aufbau Griss angefangen hat [Proc. Akad. 
Wet. Amsterdam 49, 1127—1133 (1946) — Indag. math., Amsterdam 8, 675—681 
(1946)], eine Komplementaritätslogik ist, wie die Logik der @Quantentheorie 
[C. r. Acad. Sci., Paris 226, 38—-39 (1948); 227, 1192—1193 (1948); 228, 31—33 
(1949)]. Verf. meint, daß man die Ähnlichkeit zwischen diesen beiden Systemen 
besser hervorheben könnte mit dem von ihm eingeführten Begriff der Komponier- 
barkeit (composabilite) [C. r. Acad. Sci., Paris 220, 589 (1945); 226, 454--456 
(1948)]. Zu dem Zweck präzisiert er die in der negationslosen Logik bestehende 
Formel (1) p#s:g=,„Realp&g mit Hilfe des Symbols C[a;p(x)], das die 
folgende Interpretation zuläßt: Ein a derart zu konstruieren, daß dasjenige reali- 
siert wird, was p(a) aussagt. Er überträgt nun dieses Symbol in die Quantenlogik 
und leitet Formeln ab mit Bezug auf das logische Produkt, die eine starke Ähnlich- 
keit aufweisen mit derjenigen, welche in der negationslosen Logik aus der Formel (1) 
hervorgehen. Die Note ist leider nicht frei von störenden Druckfehlern. 

J.C. H.@Gerretsen (Groningen). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra. Polynome. Invariantentheorie: 


Krishnaswami Ayyangar, A. A.: An algebraie identity. Math. Gaz., London 
33, 37—38 (1949). 

Es siatb+c=x2+y-+z=0. Verf. beweist die bekannte Identität 
ax +by+er) — 3a +by+c2)(® +5 +02) (0 + y2% +22) 5Habexyz 
= 2(b —c)(e—a)(a —b)(y—)(2— x) (x —Y), indem er die Gleichung 3-ten 
Grades mit den Wurzeln ax +by+cz, ay+bz +cx, a+bz-+cy auf- 
stellt. H. L. Schmid (Berlin). 

S$z.-Nagy, Gyula v.: Über die Lage der Nullstellen eines Abstandspolynoms und 
seiner Derivierten. Bull. Amer. math. Soc. 55, 329—-342 (1949). 

L’A. considere les polynomes F(x, y,z) produits des carres des distances de 
(2, 9,2) & un certain nombre de points fixes ; il appelle d&riv6e d’un tel polynome 
F'(«, y,2) = [(öF/öx)? + (aFjoy)® + (OP/ör)2]JAR (x, y,2). Il montre qu’avee cette 
definition, un grand nombre de theor&mes classiques sur les relations entre les zeros 
d’un polynome d’une variable complexe et ceux de sa derivee se generalisent aux 
polynomes ä trois variables reelles du type considere, notamment les theoremes de 
Gauss-Lucas, de Laguerre et de Jensen. Les d&monstrations sont el&men- 
taires. J. Dieudonne (Nancy). 

Erdös, P.: Some remarks on polynomials. Bull. Amer. tl 5 ) 
Me gi poly Amer. math. Soc. 53, 1169 

Es werden mehrere interessante Ungleichungen bewiesen, von denen einige sich 
an Resultate von Bernstein, Schur, Fekete, Pölya und Szegö anschließen. 
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Sind ,(%) wi wu. Jemen nl nW)en 236 (MM) > 

— ai ee B sy, s1, so besteht die Ungleichung |f„(—1)| + ka 1)| + 

e3 ft Y,)| < 2”! im Falle k=1, k=2 bzw. k>2 für jeden Grad n, für 
n 23 bzw. für n>n,(k). [Die Zahl n,(k) wird nicht bestimmt.] Sind 


ea ee L@-3), 1,(2) = o(2)/o’ (8,) (2 —x,), 
so gibt es einen Index k, für den Max Ill, < n? ist. Hat das Polynom 


<a 
ee ae eu eTg, Teelle ganze are: liegen die Nullstellen 


von f, (x) im Intervall (—1, +1) und ist f„(—1) f,(0) „(+ 1) # 0, so ist |a,|> 2. 
(Die and für die Nullstellen von f,(x) blieb bei der Aussage des Satzes in 
der Arbeit weg, beim Beweis aber nicht.) Hat f„(2) reelle Koeffizienten und ist 


f.@)| <1 im Intervall (—-1, +1), so “ is 2 z |7.(@o)|; wenn |2,) >1 ist 
und 7,(z2) das Tschebyscheffsche Polynom n-ten Grades bedeutet. Die Arbeit 
enthält noch andere Ungleichungen für Polynome. Gy. Sz2.-Nagy (Szeged). 
Weyl, Hermann: Inequalities between the two kinds of eigenvalues of a linear 
trausformation. Proc. nat. Acad. Sci. USA 35, 408—411 (1949). 
Der linearen Transformation A in einer n-dimensionalen Vektormanniefaltig- 
keit (Matrix, bestehend aus n x n komplexen Zahlen «,,) entsprechen zweierlei Eigen- 


werte: Die Wurzeln z=&,,...,&, des charakteristischen Polynoms l«E | 
von A (E = Einheitsmatrix) und die Wurzeln z=x%,...,x%, von |2E — A*A], 
wo A* die zu 4 Hermitesch-konjugierte Matrix ist. — Sei A, = |a,]?; ist A normal 


(4*A = AA*), dann sind die x, entsprechend gleich den A,. Verf. beweist, daß 
im allgemeinen 


(1) EN m=1,2,..,n, 
ist (wobei für m = n das Gleichheitszeichen gilt), falls die A, und x, der Größe 
nach geordnet sind. — Daraus leitet Verf. als Verallgemeinerung einiger 


von Schur [Über die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution, mit 
einer Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen“, Math. Ann., Berlin 66, 
488—510 (1909)] und S. H. Chang [,‚Theory of characteristie values and singular 
values of linear integral equations‘“, Thesis, Cambridge 1948; auch „On the distri- 
bution of characteristic values and singular values of L? kernels‘“, erscheint in 
Trans. Amer. math. Soc.] erhaltener Resultate ab, daß 


m 


Mm 
(2) Eee EN, 
vl at 


ist für alle in (0, 00) wachsenden Funktionen (t), für welche (+0) = 0 und 
p(e!) konvex ist. — Dabei stützt sich Verf. auf das Lemma [ vergl. Hardy, Little- 
wood, Pölya, ‚Some simple inequalities satisfied by convex functions“. Mess. 
Math. 58, 149-152 (1929) und Ref., Publ. Math. Univ. Belgrade 1, 145—148 
(1932); dies. Zbl. 5, 201]: Aus (1) folgt (2), wenn die A, der Größenordnung nach 
geordnet sind und den angeführten Bedingungen genügt. Karamata. 

Turnbull, H. W.: The eritical eoneomitant of bilinear forms. Proc. London 
math. Soc., II. S. 49, 99—127 (1947). 

Verf. betrachtet die projektiven Konkomitanten der Bilinearformen und stellt 
ein vollständiges System von Konkomitanten auf. Dieses System besteht aus 
1. absoluten Konkomitanten, 2. Bilininearformen, 3. Invarianten, 4. Rang- 
Komitanten und 5. sogenannten Q-Komitanten. Unter den letzteren befinden sich 
die kritischen Konkomitanten. Zerlegt man diese in Linearfaktoren, so erhält 
- man einen Einblick in die Elementarteiler, da die Exponenten der Linear faktoren 
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in engstem Zusammenhang mit den Exponenten der Elementarteiler stehen. Ähn- 
liche, nur etwas schwierigere Überlegungen gelten auch für quadratische Formen. 
Damit stellt die Arbeit Zusammenhänge zwischen der Invariantentheorie und der 
Theorie der Elementarteiler von bilinearen und quadratischen Formen her. Bei 
den Beweisen bedient sich Verf. der in der Invariantentheorie üblichen symbolischen 
Bezeichnungen. Hofreiter (Wien). 


Gruppentheorie: 

Bates, Grace E.: Decompositions of a loop into charaeteristie free summands, 
Bull. Amer. math. Soc. 54, 566—574 (1948). 

Begriffsbildungen und Resultate, die Verf. in ihrer vorhergehenden fundamen- 
talen Abhandlung [G. Bates: Free loops and nets and their generalizations; Amer. 
J. Math. 69, 499-550 (1947)] eingeführt hat, werden benutzt, um zu zeigen, daß 
nicht-triviale freie Summanden einer (additiven) Quasigruppe mit 0 [ = loop] 
nie normal, aber häufig charakteristisch sind. Es läßt sich z. B. aus der freien 
Zerlegung (*) L= &£* L(v) eine nicht-triviale freie Zerlegung in charakteristische 
freie Summanden dann und nur dann herleiten, wenn kein L(v) frei ist, und wenn 
nicht alle L(») untereinander isomorph sind. Schärfer gilt sogar: Die Zerlegung (*) 
ist dann und nur dann eine Zerlegung in charakteristische Summanden, wenn 
kein freier Summand =+0 eines L(v) frei oder einem freien Summanden eines anderen 
L(v) isomorph ist. | Reinhold Baer (Urbana, Illinois). 

Gol’berg, P. A.: Sylow-Basen von -zerlegbaren Gruppen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR., n. S. 64, 615—618 (1949) [Russisch ]. 

Bekanntlich hat Ph. Hall [J. London math. Soc. 3, 98—105 (1928)] die 
Sylowschen Sätze im Falle auflösbarer Gruppen folgendermaßen verallgemeinert : 
Wenn die Ordnung g der Gruppe @ in teilerfremde Faktoren m und g/m zerlegt ist, 
so gibt es in der Gruppe Untergruppen der Ordnung m, und alle diese Untergruppen 
sind in @ konjugiert. Sei nun // eine Menge von Primzahlen. Wenn dann m nur 
Primteiler aus // enthält, so gilt dieser Satz nach 8. A. Cunichin [Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n.S. 59, 443—445 (1948)] auch noch für //-zerlegbare Gruppen. 
Hierbei heißt eine Gruppe //-zerlegbar, wenn die Kompositionsfaktoren von @ 
nicht durch zwei verschiedene Primzahlen aus // teilbar sind. (Der Hallsche Satz 
entspricht dem Fall, daß // alle Primfaktoren von g umfaßt.) — Hall hat den obigen 
Satz in weitgehender Weise auf „Sylow-Systeme“ auflösbarer Gruppen verall- 
gemeinert [ Proc. London math. Soc., II. S. 43, 316—323 (1937) ; dies Zbl. 17, 154], 
und in der vorliegenden Arbeit werden entsprechende Resultate für J/-zerlegbare 
Gruppen hergeleitet. Sei@ eine //-zerlegbare endliche Gruppe, und SP), S@»), .., 
Wr), .. ein System von p,-Sylowgruppen von @ für die Primzahlen p,, PP - - - 
Dieses System wird vom Verf. eine „‚Sylow-Basis‘ für @ vom Rang (Dis Dos 00 Dr 
genannt, wenn die Ordnung eines beliebigen Elementesder von S(Pr), S(Pr»), ,,,,SPrr) 
erzeugten Gruppe nur durch die Primzahlen p,, Pn. - - - Pr, teilbar ist. Dann goilt 
der folgende Satz : Eine endliche JT-zerlegbare Gruppe besitzt für jeden beliebigen 
Rang, falls die Primzahlen », der Menge /] angehören, mindestens eine Sylow-Basis ; 
je zwei Sylow-Basen eines und desselben Ranges sind untereinander konjugiert. 
Im zweiten Teil der Arbeit werden die Resultate auf periodische (d.h. von Elementen 
unendlicher Ordnung freie) lokal-normale und lokal-I/-zerlegbare Gruppen aus- 
gedehnt. K. A. Hirsch (Newcastle-upon-Tyne). 


Verbände. Ringe: 


Richardson, A. R.: Congruences in multiplieative systems. Proc. London 
math. Soc., TI. S. 49, 195—210 (1947). 

Es werden in bezug auf eine zweiseitige Multiplikation abgeschlossene Mengen 
2 betrachtet. Ist A eine Teilmenge von F&, so schreibt man u mv» mod R,, wenn 
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es einaeA mit u=va (uveX) gibt. R, ist eine Äquivalenzbeziehung, wenn 
zu wEL, a,qa,€ A immer ein ag A mit w = wa, w = (wa,)a, (wa,)Q, = wa exi- 
stiert. Genügt A C 2 diesen Bedingungen, so heißt A eine äquivalenzbestimmende 
Teilmenge oder E-Menge. Ein Element b,e BC soll in B4 liegen, wenn mit 
wEL QaQ,,€4A existiert mit wd,— wa, ,. Es gilt 4? — A und man bezeichnet 
24 — Ay. Dann ist BA= Ban As und (BnNC)4= BAR 04. —. Man fordert-nun 
eine verallgemeinerte Kürzungsregel in &: Gilt für ue& ua=ub (ae ACN,beBCN), 
dann gibt es eimde D=AN Bmit ua=ub= ud. Dabei sollen A, B E-Mengen 
und Dnicht leer sein. Unter dieser Voraussetzung sind auch B4, Ay, AO B E-Mengen, 
Es gilt ferner R, 3 = Ra Rz. Weiterhin gibt es eine kleinste Menge A, für die 
A— Adm ist, und diese ist eindeutig bestimmt. Dann gelten die Beziehungen 
An Te Ay, (Ay)m == Ay; (Am FR Ay; Ay)m = Ay; aus Ay F- Bur folgt 

m Bu: — Es wird nun in e eine = Re des assoziativen Gesetzes ge- 
fordert: 1. Es ist w(ab) — . (((wa)b;)@a3)by - - -)@g,,,, wobei das rechte Produkt 
aus (wa) durch ren N Multiplikatiin gebildet wird. 2. Es ist 
(wa)b=wf...(ab,)a,)b,. na wobei das Produkt in {} aus (ab,) durch 
rechtsseitige sukzessive Multiplikation erhalten wird. — Sind diese Axiome erfüllt, 
so gilt z. B.: Ist A u B eine E-Menge und sind A, B bezüglich der Multiplikation 
abgeschlossene Mengen, dann ist Rı,s = RıaU Rz. Sind A, B E-Mengen, dann 
ist auch AU B eine E-Menge. Ferner (Ay By)u = Ayur O Bu: — Bildet man 
nun im Sinne von O. Ore [Ann. Math., Princeton, II. S. 36, 406—437 (1935); dies. 
Zbl. 12, 5] den Quotienten Ay/A4„; der aus allen E- Teilmengen C mit Ro = Ry 
besteht, so erhält man das Hauptresultat des Verf.: Die Zuordnung R, — Ay/A, 
zwischen der Aquivalenzbeziehung R,, die von den abgeschlossenen E-Teilmengen 
von 2 erzeugt wird, und den Quotienten A,,/A,, dieser E-Mengen, hat in bezug 
auf Vereinigung und Durchschnittsbildung eine isomorphe Struktur. — D. h.: 
Aus R, > Ay/4d,„ und Rz > Byu/B„ folgt 

Rısa> (40 Bul(A OD B)„ und Raus > (AU Biu/(A V B)n- 
Gg. Reichel (Tübingen). 

Specht, W.: Gesetze in Ringen. I. Math. Z. 52, 557—589 (1950). 

1. Gegeben sei ein assoziativer Ring NR der Charakteristik 0 mit Elementen 
a,b,... [bzw. mit 1-Element]. % sei der aus unendlich vielen unbestimmten %, 
erzeugte freie assoziative Ring [bzw. mit 1-Element] aus Polynomen f(x, %, - - .)- 
Ein Polynom g(x,, &,, ...) wird Gesetz des Ringes N genannt, wenn bei jeder Ein- 
setzung 9(@,, A, . . .) = Qist. Die Gesetze g bilden ein %-Ideal & mit der Einsetzungs- 
eigenschaft, das stets g(f (x), f(x), ...) wieder in & liegt. [Wenn ®R eine 1 
hat, gehört auch ög/öx, wieder zu ®.] Umgekehrt tritt jedes so beschaffene &-Ideal T 
als Gesetzmenge des Ringes $/T auf. — 2. Es wird die Aufgabe behandelt, ® auf 
w enige einfache Gesetze zurückzuführen. Willkürliche lineare Substitutionen führen 
zu einer Reduktion auf Multilinearformen. Der Modul &, der multilinearen Ge- 


setze n-ten Grades in x, ... ., x, wird durch Variablenpermutationen transformiert. 
Bekannte Reduktionssätze über Darstellungen symmetrischer Gruppen zeigen, daß 
man ®, aus einem einzigen Gesetz durch Addition und Variablenpermutationen 
erhalten kann. Hierauf beruht das Resultat : & läßt sich aus einer Menge von multi- 
linearen Gesetzen herleiten, deren Grade alle verschieden sind. [Wenn ®R eine 1 
hat, erhält man durch wiederholte Abänderungen g >g — x,0g/0x, eine Reduktion 
auf eigentliche Gesetze, d.h. auf solche, deren formale Ableitungen alle versch win- 
den.] — 3. f heiße eigentlich, wenn alle Ableitungen verschwinden. %, (bzw. %%) 
sei der Modul der (eigentlichen) Multilinearformen n-ten Grades in x,,...,®%,. Ein- 
fache linear unabhängige Basen können jetzt so gebildet werden: Jede Variabeln- 
permutation stelle ER in fester Weise als Produkt fremder Zyklen (x, %; - - -, %,) 
dar (mit a <Pß,.. ‚ ersetze darin formal jeden Zykel durch die Kommutator- 
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bildung [[xs%3]: -  %,]; wobei allgemein [A B]= AB — BA gesetzt ist. So ent- 
steht eine Basis von %,. Eine Basis von %% entsteht hierbei gerade aus den fix- 


nn 
i 3 — 1)? 
punktfreien Permutationen, deren Anzahl n! > er schon Euler berechnet hat. 
- ! 


Ernst Witt (Hamburg). 

MeCoy, Neal H.: Subdireet sums of rings. Bull. Amer. math. Soc. 53, 856—877 
(1947). 

Ein ausführlicher und leicht lesbarer Bericht über die Theorie der subdirekten Summen- 
zerlegungen beliebiger kommutativer oder nichtkommutativer Ringe, die in ihren Anfängen 
auf Arbeiten von Prüfer, Köthe, Krull zurückgeht, später einen entscheidenden Anstoß 
durch das grundlegende Werk von Stone über die Darstellungen Boolescher Ringe erfuhr und 
insbesondere auch vom Verf. des Berichts wesentlich gefördert wurde. $ 1—$ 3 bringt die Grund- 
definitionen, $4 behandelt neben der Charakterisierung der subdirekt irreduzibeln Ringe vor 
allem eine gewisse Verallgemeinerung der Booleschen Ringe. Den wichtigsten Teil bilden s0—$ 8, 
wo die Bedeutung der verschiedenen Radikalbegriffe, vor allem des Jacobsonschen Radikals, 
für die Theorie der subdirekten Zerlegung sorgfältig untersucht wird. $9 beschäftigt sich mit 
der hauptsächlich auf Köthe zurückgehenden Theorie der „speziellen‘‘ subdirekten Zerlegung, 
$10 und $11 bringen Ergänzungen. — Zur inhaltlichen Bedeutung der besprochenen Sätze 
sei kurz bemerkt: Die speziellen subdirekten Summen haben (vor allem dann, wenn alle Kom- 
ponentenringe ein Einheitselement besitzen) mit den direkten Summen in ziemlich weitem 
Umfange die Eigenschaft gemein, daß sich die arithmetische Struktur des Summenrings aus 
der Struktur der einzelnen Summandenringe erkennen läßt. Bei einer beliebigen subdirekten 
Summe ®B von unendlich vielen Summandenringen Rx dagegen sind die arithmetischen Aus- 
sagen, die man über ® allein auf Grund der Kenntnis der Rx machen kann, auch dann äußerst 
dürftig, wenn die Ra ihrerseits Ringe allereinfachster Bauart sind. Man muß angesichts dieser 
Tatsache die ‚Sätze über die möglichen subdirekten Summendarstellungen gegebener Ringe 
ganz anders interpretieren als entsprechende Sätze über direkte Summendarstellungen. Be- 
trachten wir z. B. das in $6 des Berichts besprochene fundamentale Theorem von Jacobson: 
Ein beliebiger Ring W% ist dann und nur dann subdirekte Summe von dichten Ringen, wenn 
sein Radikal (im allgemeinen Sinne Jacobsons) verschwindet! — Hier liegt die Bedeutung 
des Satzes nicht in der (keineswegs zutreffenden) Feststellung, daß ein Ring mit verschwindendem 
J acobsonschen Radikal verhältnismäßig einfach gebaut wäre, sondern in der die unabhängig von 
einander definierten Begriffe „dichter Ring‘ und „Radikal‘“ in überraschender Weise ver- 
knüpfenden Aussage : Betrachtet man in R die Menge aller der zweiseitigen Ideale ma, für die 
R/ma ein dichter Ring wird, so ist der Durchschnitt aller ma gleich dem Jacobsonschen Radikal. 

h Krull (Bonn). 
HR Zelinsky, Daniel: Nonassoeiative valuations. Bull. Amer. math. Soc. 54, 
175—183 (1948). , 

Anschließend an eine Arbeit von O.F.G. Schilling über nichtkommutative 
Bewertungen [ Bull. Amer. math. Soc. 51, 297-304 (1945)] untersucht Verf. den 
Fall einer nichtassoziativen Bewertung, bei der die Werte einer geordneten „‚nicht- 
aaa € — NEx 7 cc = =: 
ge glatıven; Gruppe“ („loop“) angehören. Als Gegenstück zu dem Hauptresultat 
a Schilling erhält er den Satz: Wenn eine Algebra X endlicher Ordnung mit 
inenen eine möglicherweise nichtassoziative Bewertung besitzt, die im 

rundkörper eine Bewertung mit archimedisch geordneter Wertgruppe induziert, 
N die Bewertung von V stets assoziativ und kommutativ. Insbesondere hat 
ne e Bewertung einer Algebra von endlichem Rang über einem algebraischen Zahl- 
Sp stets eine aus reellen Zahlen bestehende Wertgruppe. — Andrerseits wird 
gezeigt, daß zu geeigneten Algebren VA endlichen Ranges mit Einheitselement Be- 
2% men mit echt nichtassoziativer Wertgruppe existieren, und zwar stützt sich 
=; \onstruktion von Beispielen derartiger Algebren auf die an sich interessante 
8 daß eine geordnete nichtassoziative Gruppe Z dann und nur dann 

Stop einer Algebra U ist, wenn eine Untergruppe des Zentrums von Lin L 
2 ichen Index besitzt. Alle nichtassoziativen Gruppen Z dieser speziellen Klasse 
sollen ın einer späteren Arbeit bestimmt werden. Krull (Bonn). 


Rutherford, D.E.: On eommuting matriees and eommutative algebras. Proc. 
R. Soc. Edinburgh A, 62, 454—-459 (1948). 


Bestimmung der aus der allgemeinen Algebrentheorie bekannten Struktur 


\ 
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der kommutativen assoziativen Algebren auf Grund bekannter Resultate über ver- 
tauschbare Matrizen. Trost (Zürich). 

Landsberg, P. T.: On generalised E-numbers. Proc. London math. Soc., IT. 8. 
49, 458—478 (1947). 

Verf. gibt eine elementare Strukturuntersuchung der Algebren X, ,, die durch 
das System der linearen Transformationen S,,8,,...,8, mit den Relationen 
8,8, —8,8,(i # 9), 8% = s,] (s, = komplexe Zahl, / — Identität) erzeugt werden. 
(0 <z sn) ist die Anzahl der nilpotenten Erzeugenden. W,, ist die Algebra 
der Eddingtonschen Z-Zahlen. Während für z = 0 die Resultate zum Teil bekannt 
sind, bietet die Diskussion des Falles z-=+ 0 besonderes Interesse. Trost. 


Hua, L. K. and H. S. Vandiver: Charaeters over certain types of rings with 
applications to the theory of equations in a finite field. Proc. nat. Acad. Sci. USA 
35, 94—99 (1949). 

Verff. betrachten die Gleichung «X + x’ + "+02 + C,1= 0, wo 
die Koeffizienten c, und die Unbekannten x, von Null verschiedene Elemente 
des Galoisfeldes F(p"*) sind. Ferner ist 0 <a, <p"—1,a, ganz, und s >2 für 
Cs, #0, während s >2 für c,,,—= 0. Für die Anzahl N der Lösungen dieser Glei- 
chung wird ein expliziter Ausdruck angegeben, der aus den Charakteren der multi- 
plikativen Gruppe des Galoisfeldes mit Hilte gewisser verallgemeinerter Lagrange- 
scher Resolventen gebildet ist. Damit läßt sich folgende Abschätzung gewinnen: 
N (pP 1) p 2 0(pr679),, wo w=-öder (0, js nachdem. c,,, =#.0. oder 
Ben 0: Trost (Zürich). 


Zahlkörper:: 


Chowla, S. and A. Selberg: On Epsteins zeta funetion (I). Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 35, 371—374 (1949). 

1.ax? +bxy+ cy? seieine definite quadratische Form, also A = 4ac—b? >0. 
Für die Zetafunktion 

Z(s) = I (am? +bmn + cn?)*, Ns >1, 

gilt die Formel 
Een Ar 
Zi) = 2229) a + Zuger a TC-H +00) 
mit einer ganzen Funktion @(s) [vgl. Ref., Math. Z. 37, 405—415 (1933); J. reine 
angew. Math. 172, 226—252 (1935); Ann. Math., Princeton, II. S. 38, 584—593 (1937); 
dies. Zbl. 7, 296; 10, 392; 17, 68, für verschiedene Darstellungen von @(s).] 
Die Verf. geben die neue Formel 


[6,0] sun A? 1 
s?s+3/2 Se nncb s-3/2 _ — (»+ ) aerT. 
Ad) aa =-- —.— EmForzsin)es— [ee m "old, m)= Str. 
ads) ar tn=1 Be n 
; . = : DE = 
Diese Formel wird zu mehreren Folgerungen benutzt. 2. L,(s) = = = m 
Nn= 


sei die quadratische L-Reihe zum Primzahlmodul p. Chowla hatte für eine Reihe 
von p-Werten gezeigt, daß L,(s) >0 in 0<s<sI gilt. Für kleine Werte der 
“ Klassenzahl h(—p) des Körpers (V-») versagte seine Methode. Für p = 43, 
67, 163 wird nun ZL,(4) >0 gezeigt mittels des Satzes: Wenn h(—-p) =1 ist, 
so gilt 


(2) ZA) =y+lag,- ne 


“ » =: Eulerkonstante, © =reell, || <1. Mit etwas mehr Rechnung folgt auch 
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L(s)>0 für s >4. — (2) zeigt ferner, daß es für eine Primzahl p> 163 mit 
Be p»)= 1 (es könnte noch höchstens eine geben) L,(3) <0 sein müßte. — 


/2 
’ dx 


Vi1-Rsinx 
ö 


3. Sei 0<k,<1l, B+R=-1, kb, 


Wenn ik,/k, einem der drei Körper (V =) V-2), (V-3) angehört, so kann k, 
explizite berechnet werden. Diese drei (auf verschiedenen Wegen erlangten) klas- 
sischen Resultate verallgemeinern die Verf. mittels (1): —d sei Diskriminante des 


imaginären quadratischen Zahlkörpers (V —4), h(—d) seine Klassenzahl, w seine 
Finheitenzahl. Wenn ik,/k, in (V- d) liegt, so gilt 


ee m (=) 2, 
A — m h 
Bern .r@) | 
mit einer algebraischen Zahl 4,; (&) bedeutet das Kroneckersymbol. Z.B. 


a 2 3 a2 v w 
ga er h 2kı _ 2° (kıks) Sr. z 
ky/kı V»; h(—p) ls ie TERT, „2 | N 26 ) iR: 


, F hypergeometrische Funktion. — 


a\rG)TG) | 


4. Sei G,(s) = Zn? + n2 + dn?)”, Rs>?. 


2 Fe rG)rG)] 
7 


@,(s) ist nach links fortsetzbar und eine (1) ähnliche Formel gibt für d >d, die 
Existenz eines reellen 9, +0 mit G,(0,)=9, lim 9, =. Deuring. 
d— 00 


Safarevid, I. R.: Das allgemeine Reziprozitätsgesetz. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. S., 64, 25—28 (1949) [Russisch]. 

Es handelt sich um hochinteressante Ergebnisse von abschließender Bedeutung 
in der Theorie der expliziten Formeln für Normsymbol und Reziprozitätsgesetz. 
Durch H. L. Schmid (dies. Zbl. 11, 146; 14, 4) und E. Witt (dies. Zbl. 16, 51) 
ist bekannt, daß sich für einen algebraischen Funktionenkörper Q einer Unbestimm- 
ten mit endlichem Konstantenkörper der Charakteristik p das p"-te Reziprozitäts- 
gesetz in der Hilbertschen Produktform ]] (SE —=1 dem Residuensatz 

» 25 
- Sp (R, je ß)) = (0 unterordnen läßt (fette Typen bedeuten »-gliedrige Witt- 


& 


sche Vektoren), indem die der Definition des Normsymbols (28 zugrunde 
pn 


pP 
liegenden p-Invarianten der Algebra ur" — x,vP —v — ßB,uvw!=v+1 über & 
durch die Residuenspuren —, Sp (R, (© ß)) gegeben sind. In der vorliegenden 
| 6 


Mitteilung löst Verf., vorläufig ohne Ausführung der Beweise, die wichtige Auf- 
gabe, einen entsprechenden Sachverhalt auch für den Fall eines algebraischen 
Zahlkörpers Q zu entwickeln, indem er ein sinngemäßes Analogon des Residuums 
definiert und damit das Normsymbol darstellt. Dazu stützt er sich auf Begriffs- 
bildungen aus den Arbeiten von E. Artin-H. Hasse [Abh. Math. Sem. Hamburg. 
Univ. 6, 146--162 (1928)] und H. Hasse [dies. Zbl. 16, 52]. Sei allgemein N ein 
diskret-bewerteter perfekter Körper der Charakteristik 0 mit vollkommenem Rest- 
klassenkörper f der Charakteristik 9, und sei K sein Trägheitskörper, also der un- 
verzweigte diskret-bewertete perfekte Körper der Charakteristik 0 mit dem Rest- 
klassenkörper f, so daß dann A rein-verzweigt von endlichem Grade e über K ist. 
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Mit P sei derjenige a phunle von K bezeichnet, bei dem in den p-adischen 
Entwicklungen a = Ex a,p” die multiplikationstreuen Repräsentanten a, in K 


von Elementen aus f Arten ihre p-ten Potenzen ersetzt werden. Es sei voraus- 
gesetzt, daß A eine primitive p”-te Einheitswurzel & enthält, so daß sicher 
e—=(p—1)e, mit ganzem e, ist. Bei Hasse (l. c.) war die Potenzfunktion (1 — £&)® 
für Einseinheiten 1 — £ aus A und ganze a aus K nach folgendem Schema definiert: 
zu 1—£ wird zunächst eindeutig eine Einseinheit 1 —n durch Umkehrung der 
Potenzreihenentwicklung von 

1-E=-BU—mM)-= IT (1 mem 


(m,p)=1 
mZ1l 


bestimmt, und dann 
oo 


I a? 
gesetzt, wo die a, zu a wie oben erklärt sind, so daß 
[0,e) P’ pr 
—log (1-&=L(a,n) = = ; 
v=0 p 


wid. [Ref. bemerkt, daß die vom Verf. benutzte Schreibweise E(a, 7) = el!” 
an Stelle der Potenz (1— £)“ insofern inkorrekt ist, als die Exponentialreihe nicht 
für alle ») positiver Ordnungszahi aus A konvergiert, sondern nur, wenn diese Ord- 
nungszahl größer als die obige Zahl e, ist.] Ferner war bei Hasse (Il. c.) die Gruppe 
der p"-primären Zahlen aus A mittels dieser Potenzfunktion zu mer” 
bestimmt, wo # alle ganzen, über K unverzweigten zyklischen Zahlen von p-Potenz- 
grad durchläuft, also alle Lösungen von Gleichungen der Form #?—z=a mit 
ganzem a aus K, wobei es nur auf die Restklassen # mod p" ankommt. — Klar- 
heitshalber sei hervorgehoben, daß die Potenz (1 — £)* als Funktion von a im 
Integritätsbereich | der ganzen Elemente von K nicht etwa ein Ringhomomorphis- 
mus, sondern nur ein |„,Modulhomomorphismus ist, wo |, der Integritätsbereich 
der ganzen Elemente des rational-p-adischen Teilkörpers K, von K ist; es ist also 
insbesondere zwar £?" — (£)»", aber + (£?") = 1, wenn a nicht in I, liegt. — 
Um zu einer Basisdarstellung auch der nicht p"-primären Einseinheiten 
aus A zu gelangen, ersetzt Verf., wie im Falle des p"-ten Kreiskörpers schon bei 
Artin-Hasse (l. e.), die übliche Basis 1—n‘ (x Primelement von N; 
0 <i<pey, = 0mod.p) durch 7, = (B(1—7,)). So erhält er für die x=# 0 
aus A eine en 

SZ a I i.[@P" (a ganz, rational; a, ganz, in K | 


22 ; 
BE \a ganz, unverzweig 5 zyklisch von p-Potenzgrad über K|, 


bei der die Exponenten a, a,, a mod. p" eindeutig durch die p"-Klasse von x be: 
stimmt sind; es sei @ kurz der Primärexponent von x genannt. Auf 
Grund dieser Basisdarstellung definiert nun Verf. für beliebige x, ö?#+0 aus N, 
mit den Exponenten a,a,a; b,b,bmod.p", das formale (hier multiplikative) 
Analogon des Residuums a dß durch folgende Formeln: Für p=2 sei 
£ „(ab—ab+ 2 ci, 5) PR 
(x, P) pm © @> 

—. Se jajbj : en BEIGE 

wo €, , der Primärexponent von 7%y ist. Für p=2 sei 
(ab— a) + abe + De;,;) 2" 
(&, BP) u, 
wo © und €, ‚ die Primärexponenten von vun 
= ; on 


[0°) 1 -1,, 2° 
jagbj a 7 ) a; b5 2 
und Tr ae as 
u,v= 
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sind (wobei ad, BF wohl im Sinn a? = bP mit dem Automorphismus P für p—2 
zu verstehen sein dürften). Diese Definition läßt ohne weiteres die Multi- 
plikativität und auch leicht die Antisymmetrie von (&,ß) erkennen. Verf. 
behauptet ferner, daß die Definition invariant, nämlich von der Auswahl 
des Primelements x in A unabhängig ist, und daß sich daraus in Recht- 
fertigung der vorstehenden Definition die Tatsache ergibt: Ist rer —onde 
zyklische Gleichung über K für den Exponenten 2 in (a,P) m &*?", so 
hat die Algebra w"=a, wW"=ß, wwt={v über X die Invariante 
Zi Sp (ec). Damit ist die in einer weiteren Arbeit von E. Witt (dies. Zkl. 16, 51) 


aufgeworfene Frage nach einer expliziten Bestimmung dieser Invariante 
in voller Allgemeinheit beantwortet. — Für den Fall, daß A=Q, die 
p-adische Erweiterung eines endlich-algebraischen Zahlkörpers Q ist (also der 
Restklassenkörper £ endlich ist), wobei Q& die p"-ten Einheitswurzeln enthalten und 


p ein Primteiler von p sein soll, ergibt sich so die explizite Darstellung (=#) „= ESple) 


p 
des p*-ten Normsymbols, und damit eine explizite Bestimmung des Umkehrfaktors 
g > * . . 
ni (&) des p*-ten Potenzrestsymbols, bei der x,ß außer den Definitions- 
pr X /pm 


voraussetzungen für die Potenzrestsymbole keinerlei einschränkenden Bedingungen 
unterliegen, also eine abschließende Lösung der Frage nach den expliziten Rezi- 
prozitätsformeln, wie sie im „Zahlbericht‘‘ des Ref. aufgeworfen, dort aber nur 
unter mehr oder weniger einschränkenden Bedingungen für &,ß und Voraus- 
setzungen über N, n gelöst wurde. Hasse (Berlin). 


Chowla, 8.: The last entry in Gauss’s diary. Proc. nat. Acad. Sei. USA. 35, 
244—246 (1949). 

Die letzte Eintragung in Gauß’ Tagebuch lautet: Ist m = 1 mod. (1 — 1)? 
eine Primzahl im Körper P(e), sohat ?y? + x + y?=1(mod.r) genau N (n—1) 


verschiedene Lösungen, falls x, y= + i, 00; 00, + i mitgerechnet werden. Be- 


wiesen wurde dies von Herglotz [S.-B. sächs. Akad. Wiss. 73, 271—276 (1921); 
für den größeren Zusammenhang, in dem der Satz, steht vgl. Ref., Abh. math. 
Sem. Univ. Hamburg 14, 197—272 (1941); dies. Zbl. 25, 20]. Verf. gibt einen 
kurzen elementaren Beweis: p= 1(4) sei Primzahl, p = © +@2 und ® durch 
0=1,—1(4), je nachdem p==5,1(8), eindeutig festgelegt. Der Gauß’sche 
Satz kann auch dahin formuliert werden, daß „2 = ıt — I(p) Na —1)— 4 


—= (0 +1)? -+ 02 — 4 endliche Lösungen hat, und das bedeutet, wie leicht zu 
p»—1l 


(v2— 1 b : & 
sehen, S \ 2 = 20 —2. Um dies zu zeigen, werden die Summen 
= 
; Pl vi — gm 
Sn= 2 ( FE ) eingeführt, g Primitivwurzel mod. p. Direkte Rechnung 
v 


gibt SD Ss ro Se 55 2 =8(p+1); also 

(Sp + 2)? +82 = 4p; da aus der Definition von 8, leicht S,= 0, 4(8) geschlossen 

werden kann, je nachdem p=5,1(8), so gibt die Festlegung von © sofort 
»—1 


20 = 8, +2, w.z.b.w. Ein ähnlicher Satz: 33 (= ==) = —2—40, wenn 
% . . el 

p eine Primzahl = 1(12) ist, p= 0? +3®2, und ® durch ®= 1(3) festgelegt 

wird. Deuring (Hamburg). 


Weil, Andr6: Numbers of solutions of equations in finite fields. Bull. Amer. 
math. Soc. 55, 497—508 (1949). » 

Verf. knüpft grundlegende Betrachtungen und weitgehende V. ermutungen an das Studium 
der Lösungsanzahlen von Gleichungen einer der beiden Formen 


m m m 
(1) Ha Tata," =0( oder 1 
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in einem endlichen Körper k von q Elementen und in seinen Erweiterungskörpern k®) von qv 
Elementen. Die Koeffizienten a,,.. .,a, sollen dabei Elemente = 0 aus % sein und die Expo- 
nenten My, ...,m, natürliche Zahlen, von denen ohne wesentliche Einschränkung voraus- 
gesetzt werden kann, daß sie Teiler von g— 1 sind. Für diese Besprechung sei einfachheitshalber 
nur der Spezialfall der ersten Gleichung (1) mit lauter gleichen Exponenten ins Auge gefaßt: 
(1,) AgRy =r a, & FO ar — (mlq = L), 

den auch Verf. am Schluß zur Anknüpfung seiner Vermutungen zugrunde legt. Unter N sei 
die Anzahl der nicht-trivialen, zueinander nicht-proportionalen Lösungen von (1,)in k verstanden, 
unter N®) die entsprechende Anzahl in k"). — Im Spezialfall r = 2 bestimmt (1,) einen algebra- 
ischen Funktionenkörper K vom Transzendenzgrad 1 über k als Konstantenkörper in singu- 
laritätenfreier homogener Erzeugung. In systematischer Einordnung älterer Ergebnisse in die 
arithmetische Theorie solcher Kongruenzfunktionenkörper kann man folgendes feststellen. 
N ist die Anzahl der Primdivisoren 1-ten Grades von K/k und N) die entsprechende Anzahl 
für die Konstantenerweiterung K)/k®). Bezeichnet N, die Anzahl der Primdivisoren f-ten 
Grades p, von K/k, so hat man nach dem Zerlegungsgesetz der Primdivisoren bei Konstanten- 
erweiterung NP) = = fN,. Daher hat die Zetafunktion 


he) = HITA-Nnp)9)= May” 
J=1pr yl 


(als Funktion von z = g-® statt des gewöhnlichen Arguments s aufgefaßt) die logarithmische 
Ableitung 


FL ©o ©o 
2) , dlog &x/r (@) = ı N /N 2u= > No, 
2 dlog Su=l v=1 


d.h. es liegt in ihr die erzeugende Funktion für die Lösungsanzahlen N®) vor. Die Zetafunktion 
von Ä/k ist als Funktion von z rational, nämlich von der Form 


N Lie)" 
(3) |°#122) (1-2)(1 —g2) | 
mit Za<1+ W-U+9le+ + = Im, 


E74 


wo g das Geschlecht von K/k ist. Demnach drückt sich die Lösungsanzahl N durch die 2g 
Wurzeln x (in 2!) des Zählerpolynoms L(z) in der Form (4) N=1+g-— »'n aus. Für die 


TU 
Konstantenerweiterung KW)/k®) sind die entsprechenden Wurzeln die Potenzen ”, so daß 
also (h) Nn=1+g@— » = gilt. Die Zetafunktion genügt der Funktionalgleichung 


(5) £(1/g2) = g-(0-Vz-2(-1)£ (2). [Zu alledem siehe Hasse/Artin-F.K. Schmidt, S.-B. Preuß. 
Akad. Wiss. 1934, 250—263 (1934); dies. Zbl. 9, 292]. Die Wurzeln x haben sämtlich den 
absoluten Betrag |x| —q% [sog. Riemannsche Vermutung, neuerdings allgemein bewiesen vom 
Verf., Actual. sci. industr. Nr. 1041 (1948)]. In diesen für beliebige Kongruenzfunktionenkörper 
K/k vom Transzendenzgrad 1 gültigen Aussagen ist im Spezialfall r =2 der Gleichung (1,) 
das doppelte Geschlecht 2g gleich der Anzahl der Systeme multiplikativer m-ter Charaktere 
X0> X; X: von k mit (6) 5%,» X #1, XXX, =1 [explizit 29 = (m —1)(m — 2)], und die 
einem solchen Charaktersystem zugeordnete Wurzel x ist die Charaktersumme 

op) R(%o> Xı> X) = a e; %o (U) X (u) X2 (Up), 


ze — 
g4—- 1l.w+ 1m + mW =0 


die sich durch die Gaußschen Summen 
2ni Sp (at) 


um=-x0e ji 
(p die Charakteristik von k) in der Gestalt 
1 
(8) r(%o» Xı, X) = rz Ta,(%o) Ta, (X1) Ta,(%2) 


"darstellen läßt; die Nenner g—1, g in (7), (8) lassen sich durch Elimination von %o gemäß der 
letzten Relation (6) beseitigen [Davenport-Hasse, J. reine angew. Math. 172, 151—182 
(1934); dies. Zbl. 10, 332]. Die Darstellung (8) der Wurzeln m setzt wegen IT, va) —g# für 
4=1 die Riemannsche Vermutung für den betrachteten Spezialfallin Evidenz, was im übrigen 
auch durch eine ganz entsprechende Betragsbestimmung direkt aus (7) geschehen kann. — 
Verf. beweist nun im Falle der Gleichung (1,) mit beliebigem r > 2 durch elementare Berech- 
nung nach geläufigem Schema die zu (4), (7), (8) analogen Formeln 

(9) Nedtg+ + )--I 2 7 (%os + ++» Xr) 

. Kuss Ar Hl 

{ m 


4 


an Ir 


g- 1uWw+..- Zr m=0 


(10) i r=1 
| = da (a) Tan > also [al = g 


7 ie multiplikativen m-ten Charaktere von k mit den angegebenen, zu (6) analogen 
en en (Im Falle der allgemeineren Gleichungen (1), wo die Lösungen 
inhomogen zu zählen sind, beweist er ganz analog gebaute Formeln, in denen %05 - - -, Xr Jeweils | 
Charaktere mit %%,...,% =1 sind.) Um die entsprechenden Formeln für die No zu 
erhalten, benutzt er die von Davenport-Hasse a. a.0. bewiesene Transformationsregel 
Ta(x®) = 1u(x)”, wo xt) = x(Nm(t)) (tin kr), für die er einen elementaren Beweis einschaltet. | 
[einen solchen siehe auch schon bei H. L. Schmid, J. reine angew. Math. 176, 189191 (1939); 
dies. Zbl. 16, 7]; demnach sind analog zu (4,) in (9) einfach q und die z durch g und die zw zu 
ersetzen. — Als wichtigstes Ergebnis dieser Untersuchungen erhält Verf. in Verallgemeinerung 
von (2) einen Ansatz zur Definition der Zetafunktion des durch die Gleichung 
(1) bestimmten algebraischen Funktionenkörpers K/k vom Transzendenzgrad 
n=r-—1 (algebraische Kongruenzmannigfaltigkeit der Dimension n), nämlich 


S> T n a 
Alog CxIr(2) _ = ee gez ARE > I 2 
Ve @ 


d log (2) =) 1-92 et ee 
Xo...Xr=1 
und somit in Verallgemeinerung von (3) durch Integration 
IB (z)-Ur R 
ok), 2 mit L(2) = 1 ns 

= Kor» Är 

II (i—q®2) Pe ee 

e— UV 


Der Grad des entstandenen Polynoms ZL(z), also die Anzahl der Systeme m-ter Charaktere- 
X, %r von k mib Xo,.+.,%r #1, %0++-%, = 1, sei mit A bezeichnet. Denkt man nun den 
Kongruenzfunktionenkörper K/k aus einem Funktionenkörper K*/k* mit algebraischem Kon- 
stantenkörper k* und Grundgleichung der Form (1,) in k* durch Restklassenbildung nach einem 
Primdivisor p von k* mit Nm(p) =q=1mod.m entstanden, so bemerkt Verf., daß die 
Bettischen Zahlen B,(v = (,...,2n) der durch Koeffizientenerweiterung von K*/k* auf den | 
komplexen Zahlkörper entstehenden kontinuierlichen algebraischen Mannigfaltigkeit durch 
die explizite Darstellung 


an N 
P(x)= 5 Bw» = N x” + Aan 

v—=( v=0 
des zugehörigen Poincareschen Polynoms gegeben sind, d. h. daß die fragliche Anzahl A (für | 
gerades n um 1 vermehrt) die einzige von 1 verschiedene Bettische Zahl jener Mannigfaltigkeit. 
ist; dies verallgemeinert die Bedeutung des doppelten Geschlechts 2g als einzige nicht-triviale 
Bettische Zahl B, der zugeordneten kontinuierlichen Mannigfaltigkeit im zuvor behandelten 
Spezialfall der Dimension n = 1. Gestützt auf diese Ergebnisse über die Gleichung (1,), auf 
entsprechende Ergebnisse für die allgemeineren Gleichungen (1), sowie auf andere in der Arbeit 
nicht angeführte Beispiele, wird Verf. zur Aussprache der folgenden, grundlegenden und weit- 
tragenden Vermutungen geführt, die in jenen Spezialfällen und allgemein für n=1 zu- 
treffen. Sei K/k eine beliebige singularitätenfreie algebraische Kongruenzmannigfaltigkeit der- | 
Dimension n und N") die Anzahl ihrer in k®) rationalen Punkte. Dann ist die durch 


Alogöxhl?) _ Toyo 
me 


definierte Zetafunktion von K/k rational in z, und zwar von der Gestalt 


s 2n 5 = | 
Ixln(@) = ( IL» ) | 
v0 
mit Zu@) =1—2, L,(2) =1—gqrz und ganzzahligen Polynomen 
By, 
L.@)= II A-ne mitm ae 1) 
i=1ı 
2n 
von gewissen Graden B, derart, daß die Zahl P(-1)= N (-1)"B, die Euler-Poincaresche: 


v=o0 
Charakteristik von K/k ist (definiert als die Schnittzahl mit sich selbst der sog. Diagonale des 
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direkten Produkts X x K). Überdies genügt diese Zetafunktion in Verallgemeinerung von (5) 
n P(-1) 
einer Funktionalgleichung &(i/g"2)=+g 2 z*"® &(). Zum Schluß bemerkt Verf. noch, 
daß diese Vermutungen für die Graßmannschen Mannigfaltigkeiten K (aller linearen Teil- 
räume fester Dimension eines projektiven Raumes) über % bei entsprechender Herleitung wie 
oben aus kontinuierlichen Graßmannschen Mannigfaltigkeiten im Einklang mit einem früheren 
Ergebnis von Ehresmann [Ann. Math., Princeton, II. S. 35, 396—443 (1934); dies. Zbl. 9, 
329] über deren Poincaresches Polynom P(x) stehen, indem er die zugehörigen Lösungsanzahlen 
N) und damit die Zetafunktion &x/, (2) explizit angibt. — Grundsätzlich ist zu der vom Verf. 
gegebenen Verallgemeinerung der Kongruenzzetafunktionen vom Tranzsendenzgrad 1 auf be- 
liebigen Transzendenzgrad n zu sagen, daß dabei die Primdivisoren von K/k nicht in ihrer be- 
wertungstheoretischen Definition (irreduzible Teilmannigfaltigkeiten der Dimension n — 1), 
sondern als Restklassenhomomorphismen (Punkte, Dimension 0) verallgemeinert werden. 
Hasse (Berlin). 
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“= Der Diophantischen Gleichung (D. G.) x° + yr = (x — y)r+1 mit beliebigem ganzem 

genügen z2=(p+1)a, y=pa mit willkürlichem ganzen p und «= (p-+ 1)r + pr. 
Rationale parametrische Lösungen der Gleichung 2 + y=xar+yr sind für n=2: 


m2 — 2m 
Me al, Er 
2 (da 22 1)D, wor D Hasımarıe 


= ee mit beliebigem a; für =3: 2 = 

Y- Be mit beliebigem m. Entsprechendes Ergebnis bei der Gleichung & — y= =? — 2. 
m? — m - 

— Parametrische Lösung der Gleichung 2? + y?®= (x + y)?. [In 4., B) scheint ein Druck- 

fehler unterlaufen, ebenso im ersten Zahlenbeispiel zu 6., 8.38, Z.2.] — Lösung der D.G. 


m? — 


. 1 e 
re A EEE La RZ 

Aus der vielgradigen, nämlich für n=2 und für n=4mit a=a?+aß+P?, b= 3a? 

L4aß — BB, c= —202+2uxß+ 3? gültigen Beziehung a, 2a, 3a=b,c, b + c leitet Verf. 


u.a. die weitere her: 0, 4a —b—c, 4a—b, 4a+c, 3a+b—c, Ba +2b, Ssa+2b-+ec, 
ee Age Bac, 10,5, Aa Fb co, Ad 2b 0 2b 2 e, — Statt des 
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z.B. den Satz: Ist a,b, c#d, e,f, smits=a+b5b-+c auch 
32a, ab, a ce —2d, 3—2e,s—2f,n=1,3 

— und umgekehrt. L. Koschmieder (Tucumän). 
Rai, T.: On a problem of additive theory of numbers. Math. Student, Madras 


15, 25—28 (1947). 


m N 
. u er 7 E Blosa 2.0 re . . ehe 
Eine Lösung von (1) > «, — N ,y, in natürlichen Zahlen heiße nicht-trivjal, 


= El 
Benni eu y,) — 1 ist. ß(k) bedeute die kleinste Zahl n, für welche 
(1) eine nicht-triviale Lösung mit 0 <m<n besitzt. Verf. beweist P(10) <11, 
ß(14) < 23, (15) < 24, P(16) <29. Die drei ersten Ungleichungen sind Ver- 
schärfungen von Resultaten von Verf. u. W. Schulz (dies. Zbl. 14, 250) u. H. Gupta 


. (dies. Zbl. 15, 339). Die Ergebnisse des Verf. folgen aus einer von Tarry (vgl. 


Dickson, History of the Theory of Numbers II, p. 710) entdeckten Identität. 
H.L. Schmid (Berlin). 
Tietze, Heinrieh: Ein zweiter Beweis eines Satzes über Partitionen. S.-B. 
math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1947, 45—46 (1949). 
Einfacher Beweis für den Satz: Die Anzahl der Partitionen von m, bei denen 
kein Summand durch % teilbar ist, ist ebenso groß wie die Anzahl der Partitionen 


von m, bei denen unter den Summanden kein System von %k einander gleichen Zahlen 


vorkommt. Hofreiter (Wien). 
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nombres premiers. Casopis Mat. Fysiky, Praha, 74 D51—D54 (1949) [Tschechisch ]. 

Une breöve information sur la d&monstration &lementaire donnee par M.M. 
Erdös et Selberg. (Autoreferat.) 


Shapiro, George: On the nonvanishing at s = 1 of certain Dirichlet series. 
Amer. J. Math. 71, 621—626 .(1949). 

f(n) heißt multiplikativ, wenn f(m)-f(n)= f(mn) für (m,n)=1, voll- 
ständig multiplikativ, wenn das gilt für alle natürlichen Zahlen m,n. Mit L(s) 
— Yf(n) n® ist für beschränkte, vollständig multiplikative f, die noch f(p) Z—1 
für alle Primzahlen p erfüllen, von Wintner [Amer. J. Math. 68, 385—392 (1946) ] 
nach einer Methode von Ingham [J. London math. Soc. 5, 107—112 (1930)] 
L(1) # 0 bewiesen. Das wird hier auf komplexwertige f ausgedehnt. Dabei muß 
(wie bei Wintner) L(s) auf 4 So <1 regulär fortsetzbar sein. Für nichtbe- 
schränkte f wird folgendes bewiesen: g(n) sei multiplikativ, g(p) = 0 für 
k>1Lundfig(p) >Z—}. Ist G(s) = &g(n) ns absolut konvergent für o >o,(>1) 
und regulär fortsetzbar für 1 <o <o,, so ist @(1) #0. —Mit Ng(p) Z—1 und 
2 +4Ng(p) + \s(p)® = 0, ferner mit o >o,(>4$) und Fortsetzbarkeit für 3=o 
<o, gilt auch wieder @(1) +0. Die Beweise sind zumeist indirekt: Mit Z(1) = 0 
bzw. @(1) = 0 läßt sich ein Produkt von Z (oder @) mit &(s) und anderen Dirichlet- 
reihen angeben, das regulär für © >} bleibt. Landaus [Math. Ann., Berlin 61, 
527—550 (1905)] Erweiterung eines Vivantischen Satzes erfordert dann absolute 
Konvergenz für o >}, was klar zum Widerspruch führt. Hoheisel (Köln). 

Guinand, A. P.: Discontinuous limits and Fourier-Stieltjes integrals. Quart. 
J. Math. (Oxford Ser.) 28, 72—84 (1947). 

In dieser Arbeit behandelt Verf. folgende besondere Art von Umkehrformeln 
zahlentheoretischer Funktionen a, und b,, auf die er bei Untersuchungen über 
die Riemannsche Zetafunktion gestoßen war: 

1 b,türlap 
DIEBE UNE „Yy—-®P) — ; — 
ER Wk 2) J er te) 5 andernfalls; 


“ a für Y — 
a (io An<T 08 (PrY J Se SZ) lo andernfalls. 


Zunächst gibt er Beispiele für Funktionen, die in diesem Sinne selbstreziprok sind : 
(2r)® lim 7 5 a,cos(a,y—® I=10n a er: 
ee ermeer: 08 (&nY I 0 andernfalls, 
wird durch folgende Funktionen erfüllt (1) a„=ntr(n), &,= (2rn)® für 
P®=-+47n. Dabei ist r(n) die Anzahl der Möglichkeiten, n als Summe von 


2 Quadraten darzustellen. (2) a,=ntd(n, ,=(4nn) für B=—Iin. 
Dabei ist d(n) die Zahl der Teiler von n. (3) a,= (— 1)" (2n + 1)*d(2n + 1% 
&, = (2n + 1)in® für D =: dr. (4) a„=n®lr(n, „= (dan): für 


= — 47%. Dabei ist r(n) Ramanujans arithmetische Funktion, die definiert 
ist durch 


[0,0] 
u) Diener lee A 
=1 
Ferner gilt: ; 
E : 1 | ntP-4 Tiv-} 
5) (2)? lim — N. 4 .cos(& y-in 1 ae 
P) ) ee ee (a,% ap AT) 7-9. ,.7(}p) 


sin(yT—4pr+4n) 


a ja, für Y = Ans 
- 10 andernfalls 
für 0, =ntrtir,(n), ©,= (2nn)t, P=3 oder 4, wobei r (n) die Anzahl 
der Möglichkeiten ist, n als Summe von p Quadraten auszudrücken. 


399 


eiugelet SS cos (2rınz Ix@), wenn 2 eine ganze Anzahl ist, 
6) im z; \ <n<T A) N k ) rn | 0 andernfalls, 

wobei y(n) ein reeller primitiver Charakter modulo k (k >1) ist, und cos oder sin 
genommen wird, je nachdem y(—1)=1 oder = —1 ist. — Die Formeln beruhen 
auf Hilfssätzen wie dem folgenden, die Besselfunktionen enthalten: 


nn 3 2 

Zen ) Ju (2r0n? 22) -(- =) 7 22T) = (2) re) + OLE), 
Verf. führt lediglich den Beweis 5 ersten Formel durch, wobei er von einer 
Spezialisierung einer Formel aus Landaus ‚Vorlesungen über Zahlentheorie“ aus- 
geht und vor allem Formeln der Besselfunktionen benutzt. — Im Rest der Arbeit 
stellt Verf. eine Verbindung zwischen seiner allgemeinen Umkehrformel mit ® — 0 
und gewissen Fourier-Stieltjestransformationen her und beweist dazu 4 Theoreme. 
Im 1. Theorem stellt er hinreichende Bedingungen dafür auf, daß für f(x) und g(x) 
Bande Gleichungen gelten: 


s) 1,8 ern 7 Y 17 — co$ 
I 9de=-(,) I Fra, oa (z) SE area), 


. uiw+ +) S EU ge), 


% 


Das folgt aus der Umkehrformel für Hankeltransformationen. Unter weiteren 
Voraussetzungen ergibt sich im Theorem IL 


[ Fa) df(x)= [ @(x) die) für G(x) >= (>) f E(y)cosxy.dy (für x2.>>.0) 
Ö Ö KRER) 


und im Theorem II: 
T 


9(y +0) —g(y — 0) = (2n)} lim Ei cos aydf(& 


To 


In Theorem IV schließlich werden f(x) und g(x) folgendermaßen zerlegt: 


= 3 Ale) und ga)= 3 b,— Be). 
0SnSsw OS St 


Dann ergeben sich die gewünschten Umkehrformeln: 
b, für Y = 2 ? 


Too a <on<T 4 andernfalls, 


7 
(277)? lim 4 DE | eos zydA(x Y=1, 
N 


1 ne (= a 2 

9 4 4 vi x 08 - 

en as 7 a, a Ze [ u jr lo andernfalls. 
Ähnliche Ergebnisse ergeben sich für Hankel-Stieltjestransformationen, wie Verf. 


noch kurz anführt. Hoheisel (Köln). 
Borel, Emile: Sur les developpements unitaires normaux. Ann. Soc. Polo- 
naise Math. 21, 74—79 (1948). 
Mit Hilfe der Tatsache, daß zu a mit 0 <a < 1 stets eindeutig ein ganzzahliges 
n und ein reelles b mit O<b<a, n>2 gefunden werden kann mitna=1-+b, 
' wird für reelles x (0 <x <1) eine eindeutige Darstllung der Form 


21 1} L- 
er N, F N, Ns - 2 NyNg ».. N, 
in ganzzahligen n,,..., de2<n,<m 25 ne ... genügen, gegeben und 


normale unitäre Entwicklung genannt. Im Anschluß an einfache Wahrscheinlich - 
keitsbetrachtungen über Mittelwerte, die mit den n, zusammenhängen, werden nahe- 
| liegende Verallgemeinerungen obiger Entwicklung (siehe hierzu auch H. E. Salzer, 
J- dies. Zbl. 32, 270) mitgeteilt. Th. Schneider (Göttingen). 
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Dyson, F. J.: On simultaneous diophantine approximations. Proc. London 
math. Soc., II. S. 49, 409—420 (1947). i 

Ein Satz von Khintchine era Cire. mat. Palermo 50, 170—195 (1926); 
'Theorem 6], der einen Zusammenhang enthält zwischen der diophantischen Approxi- 
mation einer homogenen Linearform und der simultanen Annäherung der Koeffi- 
zienten derselben durch rationale Zahlen mit gleichen Nennern, wird verallgemeinert, 
indem folgender, diesen Fragenkreis in gewisser Weise abrundender Satz bewiesen 
wird: Sei (,,ß,) wel... »n; j=el. „,Mm) ein System nichtnegativer, nicht 


sämtlich verschwindender reeller Größen. & genüge der Gleichung 
5 (,-5)- 5 (+0) +&=0, so wird es stets einen solchen Wert geben, 
>L Bl : 

und, von trivialen Ausnahmen abgesehen, auch nicht mehr als einen. Das System 
(0,,0,) werde dann wie folgt definiert: go, = max (0, x, — ED. Meer 


o,= max (0,8,+2) 45 =1,...,m). Es bezeichne 
v N R 
1 = 


Linearformen in 21,..:,&5 &s:..,&n BZW. Yı,. 2 Yn5 Mio: > Nm witereellen 
Koeffizienten 9, (=1%...,n; j=il,....m). Wenn nun für alle positiven 
Werte von A und B die Ungleichungen |Af,|#- |Bx,® <1I (G@=1,...,n; 
J=l,...,m). in ganzen Zahlen (2,,..., 2%; 9.4.0.) diemmicht sämtlich ver- 
schwinden, lösbar sind, so folgt für alle positive Werte CO und D die Lösbarkeit 
der Ungleichungen |O'y,|®- |Dg,e<1 @=1,...,n; j=1,...,m) in ganzen, 
nicht sämtlich verschwindenden Zahlen (y1,: : :; %,5 915 - - -» 7m); und die hieraus 
bei Vertauschung von (x,, ß,) mit (o,,0,) entstehende Aussage gilt ebenfalls. — 
Der Beweis betont die Symmetrie des Ergebnisses in (a,,ß,) und (0,, 0,). 
Th. Schneider (Göttingen). 

Robinson, Raphael M.: The eritical numbers for unsymmetrical approximation. 
Bull. Amer. math. Soc. 54, 693—705 (1948). 

Eine Folge nicht-negativer ganzer Zahlen r,, 3, r,, ... wird ableitbar genannt, 


wenn limr, +1 = limr, < ooist; in diesem Fall hat die Folge mit ganzzahligem 
k die Form r,,r,:.,7,% (k + 1)%,k,(k + 1)®,k,(k + 1)®,..., wobei die Exponen- 
tens,,‚dieallenicht-negativsind, die Anzahlender Wiederholungendes Ausdrucks (k +1) 
bezeichnen. 5}, 83, S,, . . . heiße dann die abgeleitete Folge. Ist die abgeleitete Folge 
wieder ableitbar, so heiße die Ableitung hiervon die zweite Ableitung der Folge 
{r„}; und entsprechend seien höhere Ableitungen erklärt. — Ist & irrational, so 
bezeichne M*(£) die obere Grenze der Werte u, für die 0 <4A/B—&< 1/uB? un- 
endlich viele Lösungen in rationalen A/B hat. Analog definiere man M-(£) durch 
Approximation von links. & wird kritisch genannt, wenn für kein anderes irratio- 
nales & MHE)<MHE), M(E) < M-(E) ist. — Dann wird gezeigt: & ist dann 
und nur dann kritisch, wenn seine reguläre Kettenbruchentwicklung die Form 


eig rer br, 1 N, 1,...] hat, wo die Folge N fg, 3, . . . entweder 
unendlich viele Ableitungen besitzt, oder ihre höchste Ableitung eine Folge Eu Cosi 
t3,... mitt, — 1, wobei l eine positive Zahl bedeutet, oder t, — oo ist. 


Th. Schneider (Göttingen). 

Robinson, Raphael M.: Unsymmetrieal approximation of irrational numbers. 
Bull. Amer. math. Soc. 53, 351—361 (1947). 

Es wird unter Verwendung von Kettenbrüchen ein neuer Beweis der Unglei- 
chung von B. Segre [Duke Math. J. 12, 337—365 (1945)] gegeben, die aussagt, 
daß zu beliebigem 7 > 0 ein irrationales £ durch unendlich viele Brüche A /B derart 
approximiert werden kann, daß 

il A T 
= en 
(1+4n)!B2  B (1 + 4r)} B? 
gilt. Hierzu hatte B. Segre (s.o.) einen Beweis gegeben, der davon abhing, ob 
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gewisse Gebiete Gitterpunkte enthalten. C. D. Olds [Bull. Amer. math. Soc. 52, 
261-263 (1946)] bewies die Aussage für r > 1 unter Heranziehung von Fareyreihen. 
— Es wird hier unter anderem noch gezeigt, daß auch für beliebiges &> 0 zu jedem 
irrationalen & unendlich viele Brüche A /B mit 
pe in rg 
V5-e)B? "B (V5 + 1) B2 

existieren, wobei der Koeffizient 1 /(y5 +1) von 1/B? scharf ist. Th. Schneider. 

Negoeseu, Nieolae: Quelques preeisions eoncernant le theor&me de M.B. Segre 
sur des approximations asym6triques des nombres irrationnels par les rationnels. 
Bull. Ecole Polytechn. Jassy 3, 3—16 (1948). 

Es wird, wie bei R.M. Robinson [s. vorsteh. Referat] ein Beweis eines Appro- 
ximationssatzes von B. Segre [Duke Math. J. 12, 337—365 (1945)], der besagt, 
daß zu beliebigem 7 > 0 ein irrationales © unendlich viele rationale Näherungs- 


brüche p/q besitzt, für die mit &E=Y1+4r gilt re El 


E:gQ2’ 
mit Hilfe von Kettenbrüchen gegeben. Zu dem Satz von Segre werden dabei noch 
mehrere Verschärfungen mitgeteilt, von denen eine darin besteht, daß die Aussage 
von Segre auch richtig bleibt, wenn an Stelle von &= yi + 47 nun 
E —& max (yı + 4r, V + Ar) gesetzt wird. Th. Schneider (Göttingen). 

Varnavides, P.: Quadratie forms near to x® — 2y?. Quart. J. Math. (Oxford 
Ser.) 20, 124—128 (1949). 

Ist f(x, y) = ax? + bxzy-+ cy? eine binäre quadratische Form mit reellen 
Koeffizienten der Determinante d = b? — 4ac>0, so gibt es nach Minkowski zu 


jedem reellen Zahlenpaar x,, y, ganze Zahlen x, y, so daß |f(x + x; Y + Yo) <4Vd. 
Ref. [Math. Z. 44, 659—688 (1939) ; dies. Zbl. 20, 6] hat diese Schranke verbessert. 
So gilt z. B. für fu(2; y) = x? — 2y? die Ungleichung (1) |p(& + %; 4 + %)| S#; 
wobei diese Schranke nicht mehr verbessert werden kann und das Gleichheits- 
zeichen für (2) »=0(mod 1), „= + (mod 1) angenommen wird. — Verf. 
zeigt, daß man, wenn man die Punkte (2) ausläßt, sogar |fy(® + x; 9 + y)| st 
erreichen kann. Eine bessere Schranke als 1/2 ergibt sich bei Auslassung der Punkte 
(2) auch noch für Formen, die sich in den Koeffizienten nur wenig von der Form fy 
unterscheiden. Verf. beweist, daß für die Formen f(x; y) = (x — gy) (« + hy) 
mit <g<®#, 1<h<? die Schranke V’ 4/5,898 gesetzt werden kann, 
wenn nichtg— h= v2 ist und x), Y, nicht die Punkte (2) sind. Heinhold. 


Varnavides, P.: On the quadratice form x? — 7y?. Proc. R. Soc., London A 
197, 256—268 (1949). 

Diese Arbeit behandelt dasselbe Problem wie die vorstehend besprochene und 
zwar für die Form f(x;y) = &®— 7y?. Verf. ermittelt hier 9/14 als die genaue 
Schranke, die nicht mehr verbessert werden kann. Er zeigt, daß auch hier, ebenso 
wie in dem vorhergehenden Fall und in anderen von Davenport angegebenen 
Fällen, sich eine kleinere Schranke angeben läßt, wenn man von den Punkten ab- 
sieht, für die f(x; y) die Schranke 9/14 annimmt. Heinhold (München). 

Davenport, H.: On indefinite ternary quadratie forms. Proc. London math. 
" Soe., I1. 8. 51, 145—160 (1949). 

Es sei Q(x, y,z) eine indefinite ternäre quadratische Form mit reellen Koeffi- 
zienten und der Determinante D + 0. Ist D >0, so gibt es ganze Zahlen x, y, 2, 
für die 0 <@Q(z, y,2) < (@D)* ist. Dabei gilt das — -Zeichen nur für die mit 
O(x22 —4y? —122 —3yz—3zx+3xy) äquivalenten Formen. Ist D<0, so 
so gibt es ganze Zahlen x, y,z, für die O<@Q(x,y,2) <(4|D|)* ist. Dabei gilt 
das — -Zeichen nur für die mit O' (x? + yz) äquivalenten Formen (0 > 0). Die Beweise 
“ sind nicht schwierig, nur im Fall D >0 ziemlich lang. Hofreiter (Wien). 
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Ankeny, N. C.: A note on the minimum of a binary form. Bull. Amer. math. 
Soc. 55, 615—618 (1949). 

Es sei f(x, y) eine binäre Form vom Grad n mit reellen Koeffizienten, D(f) ihre 
Diskriminante und L(f) ihr arithmetisches Minimum. Dann gilt für n = 2 und 3 
(1) Pay) Se|D(f] [fe = konst., D(f) #0. 

Eine Form heißt vom Typ (r, s), wenn f(x/y) r reelle und s Paare konjugiert komple- 
xer Nullstellen hat. Es gibt keine Relation (1), die für alle binären Formen vom 
Grad n >3 mit gegebenem Typ gültig ist. Hofreiter (Wien). 


Prasad, A. V.: A non-homogeneous inequality for integers in a special eubie 
field. I. II. Proc. Akad. Wet. Amsterdam 52, 240—250, 338—350 (1949). 

Es handelt sich um ein Resultat von analogem Typus wie in einigen kürzlich 
erschienenen Arbeiten von Davenport (dies Zbl. 29, 18, 112). Während die dort 
betrachteten inhomogenen Linearformen einem reell-quadratischen oder total- 
reell-kubischen Zahlkörper zugeordnet sind, studiert Verf. hier die einer Ganz- 
heitsbasis des einfach-reellen kubischen Zahlkörperss K=P()(®=-09+1) 
kleinster Diskriminante —23 zugeordnete inhomogene Linearform f(x — a) nebst 
ihren beiden Konjugierten. Sei M das Minimum aller u derart, daß zu beliebigem 
reellem Vektor a ein ganzrationaler Vektor g mit |N(f(r —a))| Su existiert. 
Verf. beweist, daß M =! ist und stellt schärfer fest, daß dies Minimum dann und 
nur dann angenommen wird, wenn a rational und so beschaffen ist, daß in K eine 


Kongruenz der Gestalt f(a) in, mod. *1 mit einer Einheit e gilt, während 
für alle anderen a die Ungleichung |N[f(x —a)]| < (5 + 10%) eine ganzrationale 
Lösung x hat. Hasse (Berlin). 


Mahler, Kurt: Lattice points in two-dimensional star domains. I. Proc. London 
math. Soc., 11. S. 49, 128—157 (1947). 

Ein einfacher Sternbereich ist eine beschränkte, abgeschlossene Punktmenge, 
die den Ursprung O0 als inneren Punkt besitzt, symmetrisch bezüglich O ist und 
die Eigenschaft hat, daß jeder Halbstrahl durch O den Rand in genau einem Punkt 
trifft. Ein Gitter A heißt zulässig in bezug auf den Sternbereich X (kurz K- 
zulässig), wenn O der einzige Gitterpunkt ist, der im Innern von K liegt. Es sei 
d(A) die Determinante des Gitters A, d.h. der Inhalt des Grundparallelogramms,, 
ferner sei A(K) die untere Grenze der Determinanten aller K-zulässigen Gitter. 
Ein K-zulässiges Gitter A heißt kritisches Gitter, wenn d(A) = A(K). Zu jedem 
Sternbereich KX existiert mindestens ein kritisches Gitter. Jedes kritische Gitter 
hat auf dem Rand von K mindestens zwei Gitterpunkte P,, P;, die mit O nicht 
auf einer Geraden liegen. Ein kritisches Gitter heißt singulär, wenn genau 4 Gitter- 
punkte auf dem Rand von K liegen. Liegen mehr als 4 Gitterpunkte auf dem Rand, 
so heißt das Gitter regulär. Konvexe Bereiche haben keine singulären Gitter. 
Es werden Methoden angegeben, um alle kritischen Gitter zu finden. 

Hofreiter (Wien). 

Mahler, Kurt: Lattice points in two-dimensional star domains. II. Proc. 
London math. Soc., II. S. 49, 158—167 (1947). 

Verf. beschränkt sich hier auf konvexe Sternbereiche 7, die O als inneren 
Punkt haben, aber bezüglich O unsymmetrisch liegen können. Er leitet einige 
Eigenschaften solcher konvexer Bereiche ab. Ferner wird A(H) für spezielle Be- 
reiche (Ellipse, Parallelogramm, Dreieck) berechnet. Hofreiter (Wien). 

Mahler, Kurt: Lattice points in two-dimensional star domains. IH. Proc. London 
math. Soc., II. S. 49, 168—183 (1947). 

Verf. betrachtet Sternbereiche K, die Durchschnitt zweier konzentrischer- 
Kllipsen sind. Es wird ein Algorithmus aufgestellt, um A(K) zu finden. 


Hofreiter (Wien). 
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Macbeath, A. M.: Non-eonvex regions in three and more dimensions. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 45, 161—-166 (1949). 

Im Anschluß an die grundlegende Arbeit zur Geometrie der Zahlen von Blich- 
feld zeigte Mordell [Proc. Acad. Wet. Amsterdam 7, 773— 781, 782—792 (1946)] 
das Vorhandensein von Gitterpunkten in gewissen nicht konvexen Bereichen. In 
dieser Arbeit werden die Untersuchungen Mordells auf Räume höherer Dimension 
verallgemeinert. Es wird die Existenz von Gitterpunkten (== 0) in Bereichen 
gezeigt, die O als inneren Punkt besitzen und durch die Ungleichung 
f(l&|, |®|> - --; |.) <% gegeben sind. Dabei ist f(x, %,...,2,) in allen 
Variablen stetig und monoton wachsend im strengen Sinn. Ferner gilt 
fpr+g9) =k, wenn p+g=1 und fg)=fy)=-% P>0,4>0. 

Hofreiter (Wien). 

Cassels, J. W. 8.: The lattice properties of asymmetrie hyperbolie regions. 
11I. A further result. Proc. Cambridge philos. Soc. 44, 457—462 (1948). 

Die spezielle indefinite quadratische Form f(x, y) = k(x&? — xy) — y? mit 
positivem ganzzahligem %k wird mit Hilfe einer Methode von Remak [Jber. Deutsche 
Math. Verein. 44, 238—250 (1934); dies. Zbl. 10, 247] untersucht. Eines der Er- 
gebnisse lautet: Ist (2,,%,) ein Paar reeller Zahlen, so gibt es ein Zahlenpaar (x, y) 
mt (,y) = (%; %) (mod 1), daß de <f(a,y) <4k ist, wobei 
e=Min(0, Min f(r,1)) bedeutet. Dabei kann f(z,y) <4k steben, wenn 


r ganzzahlig 
(&o> Yo) & (3, 0) (mod 1), und es gilt ferner die Verschärfung te < f(x, y), falls 
nicht für ganzzahliges r entweder f(r,l)=e=e,<0I0, (%Y%)= ($r, 4) (mod 1) 


Berufe) ee=g=0, = ry, (modil) ist: Th. Schneider. 
Analysis. 
Mengenlehre: 


Robinson, Raphael M.: On the decomposition of spheres. Fundam. Math., 
Warszawa 34, 246—260 (1947). 

Zwei Punktmengen A und B des 3-dimensionalen Euklidischen Raumes heißen 
Mn 
3) A, 


u 
1 


n-fach zerlegungsgleich, geschrieben A—- B, wenn es eine Zerlegung A = 


bzw. B= 55 B, 4A,A„= B,B, = 0 für v= u, so gibt, daß A, = B, (kongruent) 
1 


fürv—=1,2,...,n gilt. — Nach dem ‚„Paradoxon“ von St. Banach und A. Tarski 
[Fundam. Math., Warszawa 6, 244—277 (1924)| sind zwei beliebige beschränkte 
Mengen A und B mit inneren Punkten ee mit geeignetem n. Dieser 
Sachverhalt folgt nach dem Schröder-Bernsteinschen Äquiv alenzsatz aus dem Spe- 
zialfall A = 8 und B=8-+ 8’, wo S und S’zwei kongruente Kugeln bezeichnen. Die in 
diesem Zusammenhang gr ulsezlich wichtige ‚Multikongruenz“ SS +S’kannnach 


der von F. Hausdorff entdeckten Zerlegung der ron deren Existenz- 
nachweis die Gültigkeit des Auswahlaxioms voraussetzt, in der Tat bestätigt werden. 
, Es stellt sich hier die Frage nach ausreichenden Werten für m. Einfache Schluß- 
| , weise ergibt m = 10; J. vonNeumann [Fundam. Math., Warszawa 13, 77 (1929)] 
bemerkt ohne Beweis, daß m = 9 ausreicht; W. Sierpihski [Fundam. Math., 

Warszawa 33, 234 (1945)] zeigt indessen, daß m—8 genügt. Er stellt später 
[ Comment. math. Helvetici 19, 222 (1946/47)] die Frage, ob ein m < 8 ausreichen 
könnte ; die Beantwortung hält er für schwierig. — Nun ist es dem Verf. gelungen 
zu zeigen, daß bereits m — 5 ausreicht ; andererseits kann nachgewiesen werden, 
daß dies der kleinste in Betracht fallende Wert von m ist. Genauer: Es wird die 


- Existenz einer Zerlegung S — x A, bewiesen, wobei mit A, = B, auch die Zer- 
1 


26* 
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legungen 5 = 5 Bund S = 53 B, gelten. Durch eine Betrachtung über endlich 
3 


1 
viele unabhängige Kugeldrehungen und der aufgespannten Gruppe und ihrer Eigen- 
schaften gelangt Verf. zu einer Zerlegung der Kugeloberfläche in zwei Teile, welche 
wieder je in zwei zum ganzen Teil kongruente Hälften zerlegt werden können. 
Ein Anhang berichtet noch über eine vom vorausgehenden unabhängige 
Ergänzung zur Hausdorffschen Zerlegung, welche ein Verschärfung in anderer 
Richtung bringt. H. Hadwiger (Bern). 


Allgemeine Reihenlehre: 


Jehle, H.: “Eine Bemerkung zum Konvergenzkriterium von Weierstrass. Math. 
Z. 52, 60—61 (1949). 

Das Konvergenzkriterium von Weierstrass wird in folgender allgemeinerer 
Form sehr kurz und einfach bewiesen : Läßt sich bei der Reihe 2a, (a, komplex) 
schließlich a,,,/a, = 1 + a/n 4 c, mit a = const. und 2 |c,| konvergent schreiben, 
so ist N(a) Z—1 für die Divergenz und R(a) <—1 für die absolute Konvergenz 
von 2a, hinreichend. Kaluza jr. (Braunschweig). 


Bosanquet, L. S.: Note on convergence and summability factors. III. Proc. 
London math. Soc., II. S. 50, 482—496 (1949). 

Continuing his previous work [J. London math. Soc. 17, 166—173 (1942) ; 20, 
39—48 (1945) and this Zbl. 30, 248] the author gives a complete solution for the 
problem connected with Schur’s theorem. His main result is as follows: H 
0O<Pp<a, P>0, then necessary and sufficient conditions that N «,e, should be 


N 
r Yo 
O;-summable whenever 8, = > | 


v0) 


n—v-+X&x 


n—v a, = o(n*+P) are 


(1) &, = Ola), (2) nz Aare = -- oo. 


Eß>x&20,P20, the conditions are (1) 2z,=0O(n®) and (2). The same 
holds if O and o are interchanged. — The special case when a, ß are integers and 
p=0 is a theorem stated by Schur [J. reine angew. Math. 151, 79—111 (1921)] 
and for the first time proved by the A. in the second of papers referred to above; 
for 9 = 0 and integers x = ß it reduces to the Bohr-Hardy theorem. 

@.@. Lorentz (Toronto). 

Ree, Rimhak: On a problem of Max A. Zorn. Bull. Amer. math. Soc. 55, 
575—576 (1949). 

Nach M. A. Zorn [dies. Zbl. 31, 296] gilt: Fntsteht aus der Potenzreihe 
2x,.&'n® bei jeder Substitution &E=aL, n = BE durch formales Zusammenfassen 
nach Potenzen von £ eine Potenzreihe in &£ von nicht verschwindendem Konvergenz- 
radius (&, P, &,, komplex), so ist I |x,,£'7*| für hinreichend kleine Werte von [& 
und |7| konvergent. Die offen gebliebene Frage, ob die Behauptung auch noch 
gilt, wenn die Voraussetzung nur für den Fall reeller Werte x und ß gefordert wird, 
beantwortet Verf. unter Verwendung der Zornschen Beweismethode bejahend. 

Meyer-König (Stuttgart). 

Valiron, Georges: Sur un th6oreme de Poineare. C. r. Acad. Sei., Paris 228, 
43—44 (1949). - 

L’A. demontre l’extension suivante d’un theoreme de Poincare: Si la serie 
> 0, sina,„t| est convergente dans un intervalle et si, A &tant un nombre positif 
arbitraire, on designe par » les indices n pour lesquels a, > et par q les indices n 
pour lesquels a, A, les series I |C,| et & |C, a,| sont convergentes. Dufresnoy. 
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Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Bochner, $.: On spherical partial sums of multiple Fourier series. Rev. Ci., 
Lima 50, 85—104 (1948). 

In dem vom Verf. bewiesenen sehr allgemeinen Satze treten Funktionen p von 
folgender Beschaffenheit A auf: Wenn im k-stufigen Euklidischen Raume E, (mit 
geringen Abweichungen von der Schreibweise des Verf.) A den Punkt mit den 
Koordinaten x, 5 =1,...,k), ebenso & den Punkt {x,} bedeutet usw., so ist I. 
p(A) in HE, überall erklärt und nach Lebesgue meßbar. — II. Wird sup |p(A)| 


3 <Sg<a+l 


— D(X) gesetzt, so ist die über alle ganzen Zahlen n,,...,n, erstreckte Summe 
Fo(R) < 00. — III. Das sphärische Mittel der Funktion um den Punkt A, d.h. 
(1) pe)=or [Y(A+rZ)dos (mit A+rZ= {,; +T8,}), 


de k 
wo o die (k—1)-stufige Überkugel N &= 1, dos ihr Flächenteilchen in Z und o, 
-_ 


2 
ihre Gesamtfläche bezeichnet, soll für jeden Punkt A den Grenzübergang 
limgı(T) = @(A) zulassen. — Unter den Annahmen A gilt der Satz: Wenn f(&) 
T>0 


eine periodische Funktion der Klasse Z und 


k 
(2) >> AN (&) —— An), AN(&) — Ay,...v% exp (i = v; 5) 
Yıys..,?k j= 
ihre Fouriersche Reihe bedeutet, dann ist 1. die Summe 
(3) S? (X) = zZ IYNIAN&) 


[,,die Teilsumme‘“ der Überschrift, vgl. dazu (] absolut konvergent. 2. Wenn dVı 
das Raumteilchen von E, in A, also 


k 
T(T) = (2r)* [p(A)exp (-i SI 1)avı 


Vz! 


das Fouriersche Bild von @(A) vorstellt, ist das Integral 


k 
(4) fexp (-EeR)HK+T)T(T)dVzs, wo ?= N, 
i1 
für jedes & > 0 absolut konvergent. — 3. Es strebt bei dem Grenzübergange e — 0 


gegen (3). — (Alles bleibt richtig, wenn f(X) eine fastperiodische Funktion Stepa- 
noffscher Klasse ist, die folgender Einschränkung unterliegt: in ihrer Entwicklung (2), 


in der N jetzt aus beliebigen reellen Zahlen besteht, soll sup >, | 
N mSo<ntl RL} 

endlich sein.) — Der Beweis des Satzes steigt in fünf Stufen auf, die durch fünf 

Hilfssätze bezeichnet werden; wegen ihres Inhalts und ihrer Begründung muß auf 

die Abh. selbst verwiesen werden. — Wenn im besonderen nur vom Abstande 

h Ya 
= 1 2) abhängt, liefert der allgemeine Satz als Wert von (2) 
j=l H, 
(5) SP) = N ypl(v) An (&) den Grenzwert lim ih exp (—e #2) fx(t) H,(t) dt, 
; v e>00 


wo fx(t) nach (1) zu bilden und — mit J als Besselscher Funktion — 
00 
H,() = #2 [ (u) wel? Ia_2yj2 (ut) du 
ö 
ist. Die sphärischen Summen nach der Erklärung von Riesz erscheinen in dem 
Unterfalle, daß 
oo) = (F—a2/R2, 0 Sa SER; 9)=0, R<za<oo 
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ist, wo ö einen komplexen Festwert mit Re 6 >0 bezeichnet (einige Feinheiten 
können hier nicht erwähnt werden). Die Summe (5), hier 


(6) SR = SU PIBP AN), 

ist dann eine Teilsumme im gewöhnlichen Sinne; man erhält 

(7) SR) = lim [ exp (-—et2) frlt) Jorapz (ER) (ER) OTH2HD de, 
e>0 0 


und dieser Gauß-Abelsche Grenzwert vereinfacht sich bei reellem 6 > (k — 1)/2 zu 
(8) FU=-LIHUYERS Frl) Forza (ER) (ER)TOTHPHD dt. 
0 


Mit (5), (7), (8) kommt Verf. auf Ergebnisse zurück, die er früher [Trans. Amer. 
math. Soc. 40, 175—207 (1936); dies. Zbl. 15, 157] erzielt hatte und dieser Arbeit 
vorausschickt, um ihr Ziel zu verdeutlichen. — Im letzten Abschnitte verallgemeinert 
er den obigen Satz über die Fourier-Lebesguesche Reihe auf Fourier-Stieltjessche 
Entwicklungen. Dabei dehnt er eine Formel von E. Landau [Vorlesungen über 
Zahlentheorie II, Leipzig 1927, 274] von Funktionen beschränkter Schwankung 
auf solche mit Unstetigkeiten von nur erster Art aus. Er konnte jedoch eine diesem 
Ergebnisse überlegene Formel unter milderen Bedingungen als A herleiten [Math. 
Ann., Berlin 106, 56—63 (1931); dies. Zbl. 3, 251]. — Wie er zum Schlusse bemerkt, 
wäre es eine lohnende Aufgabe, das Verfahren der Cauchyschen Residuenrechnung, 
das er auf die allgemeine Poissonsche Summenformel angewandt hat [Duke math. J. 
6, 229—234 (1940); dies. Zbl. 27, 73], auf mehrere Veränderliche zu übertragen. 
L. Koschmieder (Tucumän). 

Pollard, Harry: The mean convergence of orthogonal series. II. Trans. Amer. 

math. Soc. 63, 355—367 (1948). 


w(x) sei in (—1, 1) eine Gewichtsfunktion (G.F.), und P„(%) seien die ihr dort zugehörigen 
orthonormalen Polynome (o.-n. P.), so daß 


1 1 
J PmlX)pn(a)w(aR)de = 0, m#n; | Pn()w(r)de =1 (mn =0,1,...). 
ir —1 
Die Entwicklung einer willkürlichen Funktion f(x) in (-1,1) lautet 
© 1 
(1) f(&) Er = 4,Pn(%) , (2) A, = f PK) F®) w(x) dx. 
= =) 


Verf. stellt folgende Frage: 17, sei die Klasse der meßbaren f(x), deren gewichtetes p-tes Be- 
trags-Mittel 
1 
(8) J IH) w (x) de < © 
—1 
ist; für welche p trifft es dann zu, daß bei allen in L7, enthaltenen f(x) die Reihe (1), auf die 
genannte Art gemittelt, konvergiert, also 


1 N » 
(4) lim 1 fe) 3 op.) wi) de =.0 
N>o-—1 n=0 


sb? — Der fragliche Spielraum ‘PB von p hängt von w(x) ab. Ist w(x) = (1 — x)", sind also 
Pn(%) die genormten Tschebyscheffschen Polynome, so ist er 1< p<o©, wie aus M.Riesz’ 
Satz über die mittlere Konvergenz (m. K.) der Fourierschen Reihe hervorgeht. Verf. hat in 
seiner ersten Arbeit mit obiger Überschrift [Trans. Amer. math. Soc. 62, 387-403 (1947)] die 
Frage für die Legendresche Reihe [w(x) — 1] beantwortet. ® erwies sich dabei als 4/3 <p<4; 
wenn 1<p< 4/3 oder p > 4, so kommt für gewisse f aus L? wirklich keine m. K. zustande. — 
Hier füllt Verf. die Lücke zwischen den beiden vorstehenden Ergebnissen aus, indem er die 
allgemeinere G.F. w(x) = (1 — 22)?-'k(A> 0) heranzieht ; die zugehörigen 9,(2) sind die 
genormten Gegenbauerschen Polynome (G.P.). Er beweist — Satz & —, da (4) für alle f 
aus L,, zutrifft, wenn (Spielraum PP) (5) 2—- (+ 1)<p<2-+1//, aber nicht, wenn 
(6) 1Sp<2—1/AH+1) oder > 2 + 1/4 (Spielraum PR), — was für A = 0 mit dem Satze 
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von Riesz, für } = 1/2 mit dem Befunde des Verf. übereinkommt. — Von den G.P. gelangt 
man durch einen Grenzübergang (A— 00 nach Ersatz von x durch x7-").) zu den Hermiteschen 
Polynomen ; die mit diesen nach dem Muster (1), (2) gebildete Reihe weist, wie nach (5) zu 
vermuten, in der der Gesamtheit (3) entsprechenden Klasse von Funktionen die m. K. nur für 
p = 2auf; fürp =+= 2 Gegenbeispiel. Mit der Laguerreschen Reihe hat es ähnliche Bewandtnis. — 
Den Satz & folgert Verf. aus einem viel allgemeineren Satze ®, dessen Herleitung einen großen 
Teil seiner Abhandlung ausmacht, hier aber in ihren ziemlich verwickelten Einzelheiten nicht 
wiedergegeben werden kann. 9 bezieht sich auf allgemeine G. F., die nur an folgende Bedin- 


Ü 
gungen gebunden sind: (H,) w(x) ist integrierbar und fast überall positiv. — (H,) 1 log w(z) |- 
—1 
(1 — a2)hdx < 00. — (H,) Für die zu w(x) gehörigen p,(x) gilt (1 — a2)" wa)’ |p,(&)| <A, 
wo 4 von nund x unabhängig. (H,) Wenn (1 — x2)"1q,(x) die zu (1 — ©2)w(x) gehörigen o.-n. P. 
sind, ist (1 — 22) wa): |g,(@)l SA. (H,) |w(a)l/ie-r (1 — x2)-||, < o, 


(H,) |\w(z)la-112 (1 — 22) 


1 1/» 
„<m»x, wo p =p/(p—1) und |lg(z)||, = |; |9(z)|? ie| 
ist. — (H,) Die Kerne 
U - Va WyYo tr? 1 


Kı (8, y) = ; 
 —y | 


1 
sind so geartet, daß | K. (®, y)g(y)dy mit g(y) zu Le(—1, 1) gehört. — 9 besagt, daß (4) bei 


dem’Annahmen (H,) bis (H,) gilt, wenn sie für einen Wert p > 1 zutreffen. — Nach diesem all- 
gemeinsten Ergebnisse spezialisiert Verf. die G.F. zu 
(Ü) w(z) = t(z) (1— x) (1+ a), «> —1/2, P> —1/2, 


wo £(x) positiv ist, eine stetige Ableitung besitzt und t’(x + h) —t'(x) = O(ln”|h|),h— 0, 
gleichmäßig in (—1,1) gilt. Die Klasse dieser G.F. w(x) heiße B. Verf. bestätigt, daß ihre 
Mitglieder den Bedingungen (H,) bis (H,) genügen ; für (H,) bis (H,) bedient er sich dabei eines 
auf solche w(x) bezüglichen Ergebnisses von S. Bernstein [J. Math. pur. appl., IX. 8.10, 219—286 
(1931); dies. Zbl. , 3, 7). (H,), (H,) sind erfüllt, wenn . 


Sat BAHN NEN 

8 0 Kar: ae, ax I - — 

(8) 4max 9,3’ 2843] ee 

Der Satz 9 trifft also für die w(x) aus B zu, die bei Werten von pim Gebiete (8) die Anforderung 
(H,) befriedigen; unter diesen vereinfachten Annahmen heiße er d. — Gegenbauers G.F. 
gehört zu B; um zu zeigen, daß sie auch (H,) erfüllt, bedarf es eines Hilfssatzes f, — daß nämlich, 
wenn —l<c<1l,ce<1l/p<c+ 1,p> 1, miteiner nichtnegativen Funktion f(x) von Zr(—1, 1) 

1 


auch / [e EN ee 1 f(y)dy zu Lr(—1, 1) gehört. Ist nun w(x) = (1 — x?)?-"Ir, 
| el | 
1 


so vereinfacht sich (8) zu (5); die Kerne in (H,) werden für diese G. F. 


(Ce EN) ei EEE. (2 IE I): 


=E : c 
| —y | 4 2 2 p 


f läßt (H,) als befriedigt erkennen, wenn e<1/p<c-+-1; dies aber folgt aus (5). © wird 
damit Sonderfall von h. — Als Gegenbeispiel bei Werten von p aus ® (6) dient dem Verf. die 
zu L}, gehörige Funktion f(x) = (1— z)-«l2-, «=4— 1/2. L. Koschmieder. 

Zitarosa, Antonio: Una eondizione sufficiente per i coeffieienti di Legrendre 
di una funzione. Giorn. Mat. Battaglini 78 (IV. S.2), 3—9 (1948). 

Verf. beweist ein Seitenstück zu einem bekannten Satze von Szidon über 
Fouriersche Vorzahlen: Gegeben sei eine Folge {a,} reeller oder komplexer Festwerte 
a,(n =0,1,2,...), und es sei & <1/2 so angebbar, daß {b,} = {a,(2n + 1)=*} 


7 
b, = b, +1 | besitzt; 


ns 
dann ist die nach den Legendreschen Polynomen P,(x) fortschreitende Reihe 


00 
eine Nullfolge ist und {b,} eine endliche Gesamtschwankung 
n=0 


u 5 j j 
in jedem Innenbereich / dieses Gebietes @ stetigen Funktion. — Dem Beweise 
“ dieser Aussage schickt Verf. zwei Hilfssätze I und IT voraus, die sich auf Betrags- 
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schranken der Abschnitte zweier wichtiger mit den P, gebildeter Reihen beziehen; 
II beweist er mit Hilfe von I. I lautet: Ist x reell und |x| <1, so gilt 


SF (v +1) Pla) <Am (mn + Dre (1 au, 


v0 
wo einden Schranken 0 <e <1/2 beliebig ist. — II besagt: Ist x <1/2 gegeben 
und & eine beliebige positive Zahl <1/2 und < (1/2) — x, so gilt in @ 


Zoe 


E@+1r Pa) 


wo C einen nur von x und e abhängigen Festwert bedeutet. — Auf II gestützt, 
zeigt Verf. zunächst, daß L, wenn 0<ö<<1, in jedem Bereiche (-1+6,1-—06) 
gleichmäßig konvergiert; dabei benutzt er ein Kennzeichen von Abel. Dann tut 
er mit Hilfe der Abelschen Umformung dar, daß die Beträge |s,(x)| der Abschnitte 
s„(2) [m = 0, 1, 2,...] von Z unter M(1 — x2)-(1=®) liegen, wo M ein geeigneter 
Festwert; diese Schranke ist aber in @ integrierbar. Daraus folgt weiter, daß die 
Summe f(x) von L in @ integrierbar, überdies in jedem / stetig ist. Der Satz von 
Arzelä-Lebesgue führt zu dem Schlusse, daß L in @ gliedweise integrierbar, 
daher die L.R. von f(x) ist. L. Koschmieder (Tucumän). 


Spezielle Orthogonalfunktionen: 


Sharma, A.: On a generalisation of Legendre polynomials. Bull. Calcutta 
math. Soc. 40, 195—206 (1948). 
Kharadze [C.r. Acad. Sci., Paris 201, 923—925 (1935); dies. Zbl. 13, 100] hat die Legendre- 
A Polyome P,(z) wie folgt verallgemeinert: Er ersetzte das Integral durch die funktionale 
ildung 
19 f(a)da = F(1) + oaR-ı F(a) + +aFlar-ı), 


wo F'(z) = f(z) und 1,a,...,a%-1 die Wurzeln der Gleichung 2% —1 = 0 sind, mit natürlichem 
1 
k [für k= 2 ist I f(a)dz = | f(e)d2]. Er betrachtet dann [Mitt. Akad. Wiss. Georg. SSR 2, 
1 S 


15--19(1941) ; dies. Zbl. 25,160] die Polynome Q,(z), die I” Q,(2)@ (z)d2=0 machen, wo @(z) irgend- 
ein Polynom (n — 1)-ten Grades ist. Für diese Q, leitete er ein Seitenstück der Formel von 
Rodrigues her, ferner die Differentialgleichung, der sie genügen. Verf. entwickelt hier die 
Eigenschaften der @, in umfassender Weise; es ist bemerkenswert, wie weitgehend sie denen 
der P,„ entsprechen. — Einleitend bemerkt er, daß bei natürlichen m und r = mk 


TO a = k/km+1) und [Prdk=0 


ist. Für n = km enthält Q, nur Glieder der Gestalt zkr, fürn = km + 1 nur solche der Form 
zkr+1l; für andere n verschwindet Q, identisch. — Hierauf findet Verf. einen linearen Zusammen- 
hang zwischen Or m» km, und &km_r, ebenso zwischen Or n+ı, rm und Iem-x: ı. Daraus ge- 
winnt er bei einer bestimmten Normung der Q,„ und Qrm..ı eine Formel von Christoffel-Dar- 
bouxscher Art. @,(z) hat n Nullstellen, die auf den den Ursprung mit den Punkten 1,%&,...,ak-ı 
verbindenden Strecken symmetrisch verteilt sind. — Verf. beweist nun die Formel von Rod- 


so Sa } » DR) Paar n 6 : 
rigues; sie lautet, wenn man unter D,„, den Operator d[z-(%-2) d/dz]/dz und unter DEN seine 


y-malige Wiederholung versteht, bei gewisser Normung der Q, 


er 1 (km) i 2 1 R 
rm?) = Ta Om)! Din (z® — 1) Er a m.) = FRE) 7 De k-1) (28 — De 
(von zwei für n = km und n = km + 1 geltenden Formeln wird weiterhin der Raumersparnis 
Be meist nur eine verzeichnet). — Die Differentialgleichung der Q, hat für n = km die Ge- 
sta 
(*) (er —1) Di y+ key’ = mk(mk +1)y, y= nl). 


Es folgen Rücklaufsfor meln für Or» Qkmıı, ferner ihre Ausdrücke durch Jacobische Polynome 
und hypergeometrische Reihen, 


) EEE DO RER, 
Gem) (22% —1)=3;Ff,(-m,m + kt; 1, 1— zk), 
2zi 


Om) Pa" (2er 1)= 2, Pl-mm+hka+1; 151er), 
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Die zweite Lösung der Differentialgleichung (*) ist | 
Rem(2) = A, 2 mk-1,F, (m +1l,m + ki; 2m +1+ kl; 2-k); 
bei passender Wahl des Festwertes A, gelten die Integraldarstellungen 
oo 
Rymk a = -/ ES Ar m(E) ) (z# In IR)-1 di = Ar m(?) U (1% Ar: ya () dt, 
2 
1 
Rum) = kt a im (1 — t)m+ RI-1(zk — f)-m-rt di, 
ö 


Es gibt ein Seitenstück zur Neumannschen Formel, 
zk-ı oo 
zk — fk TE => (2km = 1) I m(t) Rxm(2) zıp- S (2mk aloe 1) Or m+1(t) Ram+1(% ) = 
m=0 m=0 
Übertragung des Begriffes der zugeordneten Legendreschen Funktionen: Wenn man auf (*) 
n-mal das Verfahren DD. anwendet und De y=(1—zk)-nw setzt, erhält man für w die 
Differentialgleichung 
2 
() (1-28) Din ı w— kzw' + w| mi (mk + 1) — en =(, 
deren vollständige Lösung mit festen «a und 5 die Form hat 
w= all —zk)n Di, Qrm(z) + d(1— ze)" DEP Rym(e). 


Die Lösungen erster und zweiter Art von (**) sind 


1)m—n I’ k- 
m) = ( Hr 1) ) en n(1 —zk)a,F (m —mm+n-+ kt; k71; zk), 
i sek er 
de en er n Kmk+1)(mk + k+1)---(mk+nk—k-+1)]. 


ER ak mn +l,m+n + ki;2mtki-+]; 2%). 


Es gilt wieder eine der Formel von Rodrigues entsprechende Darstellung 


kn (2) — 1 (km+ kn) 
km (2) Em Om) zk)n Diss ") (1 — zk)2m 


und ein Seitenstück zu einer Identität von Jacobi, 
(m + n)! I (m + n + kT 1) (km-kn) _y% 
(m — n)!I(m — n + kt) Din nn 
Beziehungen zwischen den Zugeordneten und Besselschen Funktionen: 

„lm Q#Er IT1 — (a®/m2 k2)JulR) = J,,(2kterl2), 


km \ 


(1— zk)2n Dee (1 — zk)2m — kan 


und entsprechend für ge _ Wie der bisher wiedergegebene Inhalt der Arbeit die P,(z) 

zu den Q,(z) verallgemeinerte, so verallgemeinert Verf. am Schlusse die Gegenbauerschen Salyz 

nome 2” ’(z), die selbst eine Verallgemeinerung der P,(z) sind, zu gewissen Polynomen 04 (2), 
die für n = km durch den Ansatz erklärt sind 

1 i T?2m +233+1TA+1 (km 

EN Em Tem HRFDTeIFI DE” 

Er überträgt die von ihm für die Q@, erzielten Ergebnisse in weitem Maße auf die Qi Zunächst 


gibt er deren Differentialgleichung D, an, die er durch hypergeometrische Reihen integriert; 
die zweite Lösung von D; läßt sich auf Verschladaiie Weise durch Integrale darstellen. Zwischen 


gewissen der ga bestehen Rücklaufsformeln; man kann den Wert des Ausdrucks 


(1 — zk)2m+A, 2. 


al IR (z2)]? (1 — z®)*dz und eines entsprechenden finden, der sich auf die Fußmarke km +1 
bagicht, L. Koschmieder (Tucumän). 


Wilkins jr., J. Ernest: Nieholson’s integral for J2 (2) + Y%(z). Bull. Amer. 
math. Soc. 54, 232—234 (1948). 

Daß die Formel 
(1) J2(@) + Y2(2) = (8/9) [ K, (22 Sin t) Cof Ant dt 


0 
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bei beliebigem komplexen n und Nez >0 zutrifft, findet man in G.N. Watsons 
Treatise on the theory of Bessel functions, Cambridge 1945, 8. 441/444 mit ver- 
allgemeinerten Integralen nach Hardy und mit Umrißintegration in der komplexen 
z-Ebene bewiesen. Verf. begründet sie hier mit einfacheren Mitteln. Er benutzt 
den Umstand (Watson, a.a. O., 8. 146), daß J2(2), Y%(@), J„(2) Y„(2) drei linear 
unabhängige Lösungen der Differentialgleichung 
2y"' + 3:y'+(1—4n? +42) y +%y— 0 

sind. Ihr genügt aber auch, wie Verf. durch Ableitung unter dem Integralzeichen 
zeigt, das in (1) rechts erscheinende Integral y(z). Demnach muß 


(2) jf K, (22 Sin t) Cof Ontdt= y(z) = AJa() + B Ye) + CJ,@) I, 
0 


gelten, mit passenden Festwerten A, B, €. Um diese zu bestimmen, leitet er auf 


der reellen Achse der z-Ebene den Grenzübergang her 
[0,0] 


lim 2°y(2) = lim Mi z K, (22 Sin t) Cojtdt, also (38) lim zy(z) = n/4, 
z> 00 z> 00 0 z> 00 


[0,0] 
weil bekanntlich [ K,(u) du = x/2. Nach den asymptotischen Darstellungen der 
0 


Besselschen Funktionen folgt aus (2) andererseits 


(4) 52 y@)=4A + (B-— A) sin? (2 - -4) + Zsin (2 — NT -5) +0(27). 
(4) wird mit (3) dann und nur dann verträglich, wenn A=n?/8, B=4A4,0=0 
gewählt wird; in (2) eingesetzt, liefern diese Werte (1). L. Koschmieder. 


Hillman, Abraham: On the reality of zeros of Bessei funetions. Bull. Amer. 
math. Soc. 55, 198—200 (1949). 

Ist z eine komplexe und x > 0 eine reelle Variabele, so ist durch analytische 
Fortsetzung von 

B(2) = (a -+:ib)J,(x) +(h-+:k) Y,(x); ca,b,h,k reelle Konst. 

die allgemeinste Besselsche Funktion B(z) der Ordnung » definiert. Der Verf. 
findet in A= (ak — bh) cos 2myrn — [ah + bk + (h? + k2) ctg vr] - sin 2m = 0 
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die Fortsetzung von B(x) 
längs des Weges z= x. eimt”, 0 <t <] für ganzes m und reelles v zu einer 
Funktion mit Nullstellen über der positiven (m gerade) oder über der negativen 
(m ungerade) reellen Achse führt. Die Bedingung wird auf spezielle Fälle ange- 
wendet. Bückner (Minden). 

Fasenmyer, Sister Mary Celine: A note on pure receurrenee relations. Amer. 
math. Monthly 56, 14—19 (1949). 

Im Anschluß an eine frühere Note [dies. Zbl. 32, 154] leitet die Verf. für die 
Polynome „A,(—n,n +1; 11;8) und ‚„BBl-r,n+1,a; 41; t) eine vier- 
gliedrige Rekursionsformel bezüglich des Grades n, die in t linear ist, durch Be- 
trachtung der Koeffizienten ab. W. Hahn (Berlin). 

Polya, Georges et Burnett Meyer: Sur les symötries des fonetions spheriques 
de Laplace. ©. r. Acad. Sci., Paris 228, 28—30 (1949) 

Polya, Georges et Burnett Meyer: Sur les fonetions sphöriques de Laplace 
de symetrie eristallographique donnee. C. r. Acad. Sei., Paris 228, 1083—- 1084 
(1949). 

Es gibt 3 verschiedene Typen endlicher Gruppen von orthogonalen Trans- 
formationen im Dreidimensionalen, diese werden charakterisiert. Es wird die Zahl 
derjenigen linear unabhängigen, homogenen, harmonischen Polynome n-ter Ord- 
nung bestimmt, die durch die Transformationen einer solchen Gruppe nicht ge- 
ändert werden. In der zweiten Notiz werden diese Polynome selbst für jeden Grad n 
und für jede endliche Gruppe aufgestellt. @. Burkhardt (Kiel). 
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Funktionentheorie : 


Chazy, Jean: Sur le rayon de eonvergence de la serie de Lagrange. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 228, 613—616 (1949). 

Die Gleichung z2= a + x f(2) (*), wobei f(z) eine im Punkte a reguläre Funk- 
tion bedeutet, besitzt eine Lösung 2=z(a), für welche z(0)=a gilt, sobald 
(a) =0 vorausgesetzt wird. Die nach ganzen positiven Potenzen von «x fort- 
schreitende Entwicklung von 2(&) ist dann die Lagrangesche Reihe für die Funktion 


2(x). Durch Differentiation nach z erhält man aus (*) 1 = == f(@) + & (ze). Hier- 


aus ist ersichtlich, daß man bei der analytischen Fortsetzung von z(x) auf eine alge- 
braische Singularität gestoßen ist, sobald für die betreffende Stelle 1=«xf’(z) 
erfüllt ist. Auf diese Weise läßt sich nach Rouch& der Konvergenzkreis von z(x) 
bestimmen, wenn wenigstens eine algebraische Singularität auf dessen Berandung 
liegt. Verf. zeigt nun, daß man den Konvergenzbereich im vorliegenden Falle auch 
so erhalten kann: Ist f(z2)in |? —al<r regulär und M (r) = Max |f(z)|, so läßt sich 
z—-AaA=r 
der Konvergenzradius auch dadurch bestimmen, daß man in Intervall der zu- 
lässigen r das Minimum von M(r)/r aufsucht. Am Beispiel der Keplerschen Glei- 
chung wird dieser Satz verifiziert. Ferner wird noch darauf hingewiesen, daß beim 


zZ 
Beispiel J e dö = x sich der Konvergenzbereich von z(x) nicht in der angegebenen 
ö 


Weise bestimmen läßt, da auf der Berandung des Konvergenzkreises nur logarith- 
mische, nicht aber auch algebraische Singularitäten liegen. Lammel (Tutzing). 

Lelong, Pierre: Sur les series de Taylor a deux variables, ä coeffieients entiers. 
C. r. Acad. Sci., Paris 226, 210—212 (1948). 

Die Funktion F (x, y) = &a,,,x” y", mit ganzen rationalen Koeffizienten a,,,; 
sei im Dizylinder D[|xz| <1, |y' <1] regulär, ausgenommen auf gewissen ana- 
Iytischen Mannigfaltigkeiten, in deren Umgebung sie aber eindeutig bleibt. Istdann 
F(x, y) in einem Punkt der Bestimmungsfläche [x = e'?, y = ei?] von D regulär, 
so ist F(=,y) eine rationale Funktion. — Der vorstehende Satz wird auf das 
Studium der Funktion 


F (£; „) = ln 2 mr > =A,2) Abe 


zurückgeführt. Die aus den A,(£) gebildeten Determinanten Aw = |A,,,| ver- 
schwinden für große n, und daraus folgt der rationale Charakter der Funktion 
(En). F. Sommer (Münster/Westf.). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen: 


Cafiero, F.: Sui teoremi di unieitä relativi ad un’ equazione differenziale ordi- 
naria del primo ordine. I, II. Giorn. Mat. Battaglini 78 (IV. S.2), 10—41 (1948); 
193—215 (1949). 

Diese beiden Arbeiten hängen eng miteinander zusammen. In der ersten 
formuliert Verf. für die Lösungen des Problems 


‚(d) Y(%) = Yo Y'(R) = HR, y(®)) 

Eindeutigkeitssätze, die die Eindeutigkeitskriterien von Tonelli [Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend. Cl. Sci. fisie. mat. natur., VI. S.1, 272—277 (1925) ] und von Ref. [Rend. 
Circ. mat. Palermo 54, 430-448 (1930)] umfassen. In der zweiten vertieft Verf. 
seine Analyse weiter, indem er als Integrale des Problems (1) solche stetigen und 
fast überall differenzierbaren Funktionen betrachtet, die der Gleichung (29) = % 
und fast überall der Gleichung y'(xz) = f(x, y(x)) genügen. Verf. gelangt zu Er- 
gebnissen, die seine früheren Sätze und Kriterien von Zwirner [Ann. Mat. pura 
“ appl., Bologna, IV. S. 24, 153—156 (1945)] umfassen. Eines dieser Ergebnisse ist 
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das folgende : Die Funktion f(x, y) sei in dem Streifen S: %g <z<uta,'yl<+ © 
definiert. Es wird vorausgesetzt, daß es für jeden Punkt ? (8 n) von Ss mit 
E<x,-+ a zwei positive Zahlen k und ö, gibt, so daß man für jede positive Zahl 
& kleiner als k zwei Zahlen 6, und v und eine Funktion F (x, u; P, e) derart bestimmen 
kann, daß sie folgenden Bedingungen genügen: 1. Es ist O< d, < St ae-8& 
2. die Funktion F(x,u; P,e) ist stetig in u, meßbar in x und dem Betrage nach 
kleiner als eine summierbare Funktion von x allein in jedem Bereich vom Typus 
E+B<@<eE+, B<sSu<+oo M<PB<Ö,); 3. wenn g,(x) und 9,(%) zwei 
Integrale von y = f(x, y) sind, die vom Punkte P ausgehen und für die gilt: 
n-n@| sh In-ne|<k, wen E<ese+d (ö<h,) 
0 <g(®) —g.(8) <y, wenn E<x<sE+o, (co, nicht größer als ö und öj); 
0 < 9,(%) — gg(%) <e wenn &-+ ö1 Suse 05 (0 <ö), 
so gilt 


g1(2) — 922) ZI) — gl) + I Fr) — lt); P,e)dt 
Ss 
für& <s <e <&E+o, undfür E+d, <s Sx SE+0,; 4. es gibt eine positive 
x 
Zahl h, so daß das Maximalintegral der Gleichung u=h+ [ Fit, u; P,e)dt 
& 


(wo E<&, SE+h) kleiner als v in (&,& + 6,) wird und kleiner als e rechts von 
E-+ ö,, wenn ö, > 0, rechts von &,, wenn 6, = 0. Dann sind die etwa vorhandenen 
Lösungen des Problems (1) rechts von ,durch y, eindeutig bestimmt. Im besonderen 
kann, wenn man nur totalstetige Lösungen des Problems (1) betrachtet, die 
Bedingung 3. durch die folgende ersetzt werden: es gilt f(x, %,) — (X, %) < 
F(x, y— %; P,e) für fast alle Werte von z in (&,&+6,) und alle y; und %,, 
de „rn sk 9—n sk 0<y,—% <Sv erfüllen, und ferner für fast alle. 
Werte von zin (£+6,&+ 6,) für alle y, und 9, die „—n| sk |y—n| Sk, 
<y-% se erfüllen. @. Scorza Dragon (Padua). 

Franckx, E.: L’integration des syst&mes normaux d’&quations differentielles et 
la methode des approximations suceessives. Bull. Soc. Sci. Liege 17, 281—286 
(1948). 

L’ordinario metodo delle approssimazioni successive per la risoluzione, sotto 
le ipotesi consuete, del sistema differenziale 

Yi >37 T.(®; Yı-- Yu); Y;(%o) > 2 — 2 2, er) 

viene modificato al modo seguente: per ogni m> 1, l’m-esima approssimazione 
KR)... y09(x) si ottiene dalla (m —1)-esima ymD(x),..., ym-D(x), ponendo, 
per alcuni valori di ? scelti ogni volta a piacere, y®) = y(m-1) e per i rimanenti 


% 
y— y) + / 1. Y1; :-,Y,) dx, con la condizione che nella successione dei sistemi 
BY 


0 
di valori di , per cui si fa questa seconda posizione, ciascuno degli interi 1,2,...,n 
sia ripetuto infinite volte. G. Oimmino (Bologna). 
Germay, R. H. J.: Remarque sur une methode d’approximations successives 
pour Pintegration des systemes lin&aires d’&quations diff6rentielles; extension A des 
systemes normaux de forme gen6rale. II. Ann. Soc. sci. Bruxelles, Ser. I. 62, 109—113 


(1948). MM 
Valutazione dell’errore relativo alle approssimazionisuccessive yo 2) Ye (x), A. 
(m) ai b 
Yyi (&%),... definite dalla formola ricorrente 


% 
(m), „. (0) = = 
war + ken”... u ya 
%o 
sotto l’ipotesi consueta che sia verificata una condizione di Lipschitz. 
G. Cimmino (Bologna). 


413 


Mitrinovitch, Dragoslav S.: Sur une öquation diff6rentielle linsaire du second 
ordre transformable en elle-möme. ©. r. Acad. Sci., Paris 228, 1188—1190 (1949). 
L’A. enuneia alcuni risultati relativi a equazioni differenziali ordinarie che 
si trasformano in se stesse, tra i quali sono i due seguenti: 1°. D’equazione di 
Riccati 

dy s eg 0’ P} 3 fo P 1 9" 

da 7 9 =2(7) 37: (7) 20° 
ove d=6(x) # costante; x — costante + 0, si trasforma in se stessa mediante il 
cambiamento di funzione 


MER 1 
Y I g | x( BE? 
2 0 10 x 
N ae 
a eG 
%, essendo una nuova funzione incognita. — 2°. L’equazione lineare 


Rz Bone 1 
da *) = A) Fam 


si trasforma in se stessa mediante il cambiamento di funzione 


T' 1 
Am ED 
’ [7 ’ 
Pr ve fa in ee 
2ı 29 [) 


ove 2]; € una nuova funzione incognita. S. Cinguwini (Pavia). 


[87 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Saltykow, N.: Systemes d’&quations aux differentielles totales completement et 
non completement integrables. Bull. Soc. math. France 75, 27—30 (1947). 

L’A., correggendo un’affermazione contenuta nel trattato di E. Goursat, 
Lecons sur l’integration des &quations aux derivees partielles du premier ordre, 
mostra che sono completamente integrabili due certi particolari sistemi ai differen- 
ziali totali detti di Valyi e di Bourlet, effettuandone l’integrazione. 

@. Cimmino (Bologna). 

Ghizzetti, Aldo: Su un partieolare problema misto per un’equazione di tipo 
ellittieo a coeffieienti costanti. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Ol. Sci. fisiec. mat. 
natur., VIII. S. 5, 344—348 (1948). 

Partikularlösungen des Problems 

Une t U, iu 0, %,(0, y) -a ul, y) = um, Yy), a ulr,Yy) = 0 

(x, 4 gegebene Konstanten) sind die Produkte 9,(x) u,(%), wobei 

Be er, 9,(2)=oasinkx + kooske, 

ud? ++) w=0, Zu/ldE +A—kY)u—=0, 
Fügt man noch die Bedingung hinzu, daß u(x, y) ein passend festgelegtes asympto- 
tisches Verhalten für y— + oo aufweisen muß, so kann man die Eindeutigkeit einer 
für y= 0 vorgeschriebene Werte annehmenden Lösung u(x, y) im Halbstreifen 
y>0,0<x<zr sichern, falls die Zahlen A + a2, A — k? alle negativ sind. Sind 
dagegen die » ersten dieser Zahlen positiv, so kommen »v für y= 0 verschwin- 
dende Lösungen 99 Yo: - - -; P—ı W—ı vor, und die genannte Eindeutigkeit gilt bis 
' auf eine Linearkombination mit willkürlichen Koeffizienten solcher Eigenlösungen. 


a Isa)" 


00 
Die Lösung der genannten Randwertaufgabe kann formal als N a,u,.(Y) 9,(%) 
k=0 


aufgestellt werden, wobei n %, %,(0) 9,(x) die Fourierentwicklung der für y = 0 
vorgeschriebenen Randwerte g(x) nach dem Orthogonalsystem der 9,(2) bedeutet. 
Die Frage, ob die Randbedingung un PX u,(Y) 9,(%) = 9(r) tatsächlich erfüllt 
ist, wird in der nachstehend besprechenen Arbeit keantwortet. G. Oimmino. 
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Purificato, Angela: Su un partieolare sistema di funzioni ortogonali e su un 
procedimento di sommazione analogo a quello di Poisson. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend. Cl. Sei. fisie. mat natur., VIII. S. 5, 348—355 (1948). 

Bezeichnet man mit s, (x) die n-te Partialsumme der Fourierentwicklung einer 
nach Lebesgue integrierbaren Funktion f(z), nach den Funktionen des orthonor- 
malen Systems 


2 xsinkae + k cos k x 


2% 
) — tn ee RE Ile A Di — nen 
Po) ara 1° B Pr(%) 5 Veto: 
im Intervalle 0 <x <z, so beweist Verf., daß die arithmetischen Mittel 
(s1(2) ++ s,(x))/n für n > 00 fast überall gegen f(x) konvergieren; außerdem 


konvergieren sie gegen 4 (f(x —) + f(x+) in jedem Punkte x, wo f(x) eine Unstetig- 
keit erster Art aufweist. Ist k, die erste nicht negative ganze Zahl, für welche 
ka —A >0 ist, und setzt man y,(Yy) = €” VE fürs — ko; ko-t Io... 80 beweist 
Verf. die Existenz einer von n und y unabhängigen Konstante H, für die stets 


N 
\ r 
Sk 
k 


Ende desvorstehendenReferats erwähnte Frage bejahend zu beantworten. Cimmino. 

Brelot, Marcel: Ftude generale des fonetions harmoniques ou surharmoniques 
posit'ves au voisinage d’un point-frontiere irregulier. Ann. Univ. Grenoble, II. S. 
22, 205—219 (1947). 

L’A. si appoggia sulla nozione di pseudo-limite da lui introdotta in un lavoro 
precedente [Bull. Sci. math. 68, 12—28 (1944)], per studiare il comportamento di 
una funzione u, subarmonica e positiva in un insieme aperto dello spazio a » dimen- 
sioni, nell’intorno di un punto frontiera irregolare O di questo. Egli determina 
anzitutto condizioni sufficienti per l’esistenza dello pseudo-limite in O della u, o 
del rapporto u/logOM per n = 2,e u(M)/OM””?, per n>2. Ricava poi una 
estensione del cosiddetto principio delle singolaritä positive di Bouligand, l’esistenza 
di una funzione di Green generalizzata e una interpretazione potenziale di questa. 
Dä infine una caratterizzazione generale di tale funzione di Green nel caso del 
piano e una estensione sotto qualche restrizione al caso di piü di due dimensioni, 
mostrando con esempi come tale estensione richieda necessariamente delle restri- 
zioni. @. Cimmino (Bologna). 


Ary.(y)| <H ist. Diese beiden Ergebnisse gestatten der Verf., die am 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Tong, Hing: On ideals of certain topologized rings of continuous mappings 
associated with topologieal spaces. Ann. Math., Princeton, II. S. 50, 329—340 (1949). 

L’au. etend essentiellement, dans la plus grande partie de son travail, les re- 
sultats bien connus de Stone et Cech sur les id6aux de l’algebre des fonctions 
continues numeriques sur un espace compact ou complötement regulier E, au cas 
ou E est un espace „normal“ mais non separe (c’est-A-dire satisfaisant seulement 
Al’axiome 7,). Il montre d’ailleurs que pour un tel espace, l’espace quotient par 
la relation {x} N {y} #0 est un espace normal spare. La derniöre partie du m&moire 
etend les resultats anterieurs aux ideaux de l’algebre des applications de E dans 
Vanneau des operateurs continus d’un espace de Banach B ayant une base re- 
guliere; ’au. montre que ses r&sultats ne sont plus valables lorsque B n’est pas 
separable. J. Dieudonne (Nancy). 

Lozinskij, 8. M.: Sätze über Resonanz und lineare, trigonometrische, poly- 
nomiale Operationen in gewissen Funktionalräumen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.S. 64, 453—456 (1949) [Russisch]. 

Without proofs, the au. states some results connected with his former 


work [same Doklady, n.S. 61, 193—196 (1948)]. As an example we quote the 


415 


following theorem. Let E be a Banach space of functions on -—oo<t<-+ o 
_ such that if /*(t) denotes the translation f(t + a), then |!f|| <K ||fl| with a con- 

stant X, independent of fand x, and let Z’ be another Banach space. Let »(u) 
be continuous, positive, increasing, and subadditive for u >0, and such that 
o(0) = 0, lim v/o(u) = 0. Suppose that U,,n=1,2,..., and U are linear 


u>0 
operations from E to E’ such that for a sequence of functions f,€E and a 


sequence 2, >0, 2,0 wehave |},||z <wo(e,), |lf, — alle <w(e,)he, for 
0<kh<H+o, and (1) lim ||U,()||v >0. Then there is a function f€E 


N— 00 


with the properties lim || U(9— U, A|» >0, |f—- || =0(o(h)). I (1) is replaced 


by Im ||O,(f,)|| = + ©, there is an [EE such that lim Id. = + &; 
If- Plz = 0(@ (R)). @. @. Lorentz (Toronto). 


Praktische Analysis: 


Brandler, Frantisek: Contribution & la resolution numerique de P&quation du 

troisitme degre. Casopis Mat. Fysiky, Praha 74, D54—D63 (1949) [Tschechisch]. 

« En employant le methode des moindres carı6s, l’auteur r&sout les &quations 
algebriques du troisieme degre. i (Autoreferat.) 

Joseph, A. W.: A comment on interpolation in two variables. J. Inst. Ac- 
tuaries 74, 82—85 (1948). 

Verlangt wird, den Wert einer Funktion f zweier Veränderlichen im Punkte 
P(x, y) einzuschalten, wenn man ihre Werte f, in den Punkten P,(l,, m,) kennt 
(k=1,...,n). Herkömmlich löst man diese Aufgabe (deren Schrifttum Verf. aus- 
führlich angibt), indem man f(x, y) als ein Polynom ansetzt, dessen Vorzahlen man 
aus den f, gewinnt. Verf. streift den Fall, daß die P, einem Rechtecksgitter ange- 
hören; dann entwickelt er sein eigenes, dieser Beschränkung nicht unterliegendes 
Verfahren, das für n = 3 wie folgt läuft. Aus dem Ansatz (1) f(x,y) =a+bx+cy 
und den Vorschriften (2) f(l,m,)=f. (k=1,2,3) erhält man 


'1l m fi 
lm}; BE a 0 ee 
1 1, ma Js 
Ixzy fay 
3’ ),-M. I Im, 
wo A,=|1l, m,;| usw.; wenn A= 1, m #0, 
re, 1 I, m, 


P,, Ps, P3 also nicht auf einer Geraden liegen, drückt f(x, y) (1) sich nach (3) durch 
f1; fo; fs aus. Wenn einer der anderen Beiwerte, etwa A, — 0 ist, liegt Pauf der Geraden 
P, P,. Trifft umgekehrt dies zu, so stellt sich fdurch f, und f,ohne fzdar. Entsprechend 
behandelt Verf. den Fall n = 6 durch den Ansatz f(z,y) =a+bx +cy+ da - 

exy-+gy? mit folgendem Ergebnisse: Liegen P, (k=1,...,6) nicht sämtlich 
auf einem Kegelschnitte, so bestimmen sich a,...,g durch alle sechs f,. Liegt P 
" auf dem etwa durch P, (l=1,..., 5) gegebenen Kegelschnitte, dann bestimmt sich 
f(x, y) durch die f, ohne f,. Liegen P,, P5, P;3 und P auf einer Geraden, so drückt 
sich f(x, y) allein durch f,, fa, fz aus. — Verf. schließt mit entsprechender Behandlung 
des Falles n = 10 durch eine Kurve dritten Grades. L. Koschmieder. 


e Beauclair, W. de: Verfahren und Geräte zur mehrdimensionalen Fourier- 

| synthese. (Untersuchungen über die Fouriersynthese der Ladungsverteilung in 
Kristallen, Bd.1.) Berlin: Akademie-Verlag 1949. VIII, 718. DM 15.—. 

'E Nach einer kurzen physikalischen und mathematischen Einleitung behandelt das Buch 

. die ein-, zwei- und dreidimensionale Fouriersynthese, d.h. die Gewinnung der numerischen 
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Werte der Elektronendichtefunktion 

il [0,0} oo {0,0} 

0(2,9,2) —. 2 P> 5 |F(h,k,l)| cos Br(hz + ky-+ 12) —alh, k,l)] 

Vn<Zok= 0 I=—w 
im Kristall aus den gemessenen |F(h,k,l)|- und den auf irgendeine Weise bestimmten 
Phasenwerten a(h, k,l), die als 0 oder. m angenommen werden (zentrosymmetrischer F all) 
mittels besonderer Rechenmaschinen. Bei den dazu nötigen Rechenapparaten unterscheidet 
man zwischen solchen, welche die Werte von o(x, y,2) an diskreten Stellen ®, y, 2 („Stütz- 
stellen“) zu berechnen gestatten, und den kontinuierlich arbeitenden „Überlagerern“, die 
beide ziemlich eingehend beschrieben werden. Besonders erläutert wird die Methode der Be- 
rechnung einer zweidimensionalen Synthese mittels einer „Phasenfaktorentafel‘, wobei der 
Wert des Produktes cos 2rhx- cos 2rky für gegebene h, k für gewisse (z. B. 48) x-, y-Werte 
tabelliert und hierauf mit den A(h, k) zur Gewinnung von 

o(x,y) = I N Alh, k) cos 2nhx cos 2rnky 
h & 


multipliziert werden. — Ref. möchte betonen, daß dreidimensionale Synthesen heutzutage 
oft benötigt werden und daß diese auch bei Abwesenheit eines Symmetriezentrums mittels 
der beschriebenen modernen Hilfsmittel (z. B. Lochkartenmaschinen) bei durchaus tragbaren 
Arbeitszeiten ausgeführt werden können. Da die Schrift, welche viele Anregungen für Neu- 
konstruktionen gibt, im wesentlichen im Jahre 1944 beendet war, konnte die anglo-amerikanische 
Literatur über dieses Gebiet nur unvollkommen berücksichtigt werden. W. Nowacki. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


oe Abbott, J.C. and T. J. Benac: Prineiples of eounting and probability. Anna- 
polis, Md.: U. S. Naval Institute 1947. III, 40 p. $ 1.—. 

Varoli, Giuseppe: Probabilita. Periodico Mat., IV. S. 27, 1—29 (1949). 

Betrachtungen über den Wahrscheinlichkeitsbegriff und die verschiedenen 
diesbezüglichen Standpunkte, insbesondere über die subjektive Auffassung des 
Ref. — Mehrere bedeutsame Bemerkungen, einige Mißverständnisse, keine ein- 
deutige Stellungnahme. Bruno de Finetti (Trieste). 

Robbins, Herbert: Some remarks on the inequality of Tschebycehef. Studies 
Essays, pres. to R. Courant, 345—350 (1948). 


C,, bezeichne die Klasse aller stochastischen Variablen X, wobei 


X=-X,+%,+°'':+X, und die X, gleiche Verteilungen besitzen. 
+00 +00 

WIR,<e]=6(e), | zd6(a)=0, [| di), p,() = sup. {WIR 21}. 
--00 —00 TEln 


Dann gilt für alle n für genügend große t 


N <, Img.) = 1. Sazxer (Zürich). 
t> oo 

Dilworth, R. P.: Note on the strong law of large numbers. Amer. math. Monthly 
56, 249—250 (1949). 

Verf. beweist das folgende Theorem: Sei &, irgendeine positive Zahl und & 
die kleinste der positiven Zahlen &,,p und q. p bedeute die Wahrscheinlichkeit 
des Kintreffens eines Ereignisses, g=1-—p. Sei m die Anzahl der Treffer 
bei n unabhängigen Versuchen. Dann gilt die Ungleichung 


U \ne 
P,( ZN v = a) al Sazxer (Zürich). 
Renyi, Alfred: Simple proof of a theorem of Borel and of the law of the iterated 
logarithm. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1948, 41—48 (1948). 
Die dyadische Entwicklung einer reellen Zahl & sei 


27 ( x) 


ne ne 


n=]1 


6, (2) oder De 
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Bu 561 8 (0) =. 2 »> B3 e,(2) —n. Dann gilt nach Borel $,(x) =o(n). Verf. gibt 
1 


einen einfachen, schönen Beweis für diesen Satz ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung 
mit Hilfe von Radema cher-Funktionen. Mit der gleichen Methode erhält er die Hardy- 


' Littlewood-Verschärfung des obigen Satzes und mit Hilfe einer Verschärfung des 


Lemmas von Kolmogoroff den Satz vom iterier Ui Logarithmus.  Saxer. 


Chung, K.L. and 6. A. Hunt: On the zero B5 +1. Ann. Math., Princeton, 
II.S. 50, 385—400 (1949). ; 

Es seien X,,X,,... unabhängige, stochastische Variablen mit der aa: 
Bene WIN, —--1v=12...,8,= tr 4 ,n—12,. 
N, sei die Anzahl der 8, = 1, n), die 0 sind: W, sei der Index der ». Summe 
der Folge a Das... di0,0 wird. Die Verff. beweisen die folgenden Sätze: 


2 


1. Wenn y(y) | 0, so gilt 


2»2 


Pop) W. en > _ oe zu 0. = 0 oder 1 (u. o. bedeutet unendlich oft); 


oo 
je nachdem = / en dy < oo oder = ©. 


# 
Ei 


er 


1’. Wenn ®(xz) |, 0 und D(x) x! T ©, so gilt 
P\ı(®) -=WIn, = (3) om) u. 0. ==). oder 1 


je nachdem LAD)= / = dy<oo oder = . 


2. Wenn y(y) 1 © und 7) i 00, so kai 


Dior W 1m, < ee 0. =:0) oder 1, 

je nachdem I,(y) = N wo dy < der) = 

je (%) 5 e Y<0© odeı ©. 
1 

2. Wenn ®(xz) 7 ©, so gilt 


Ps®) = WIN, >(}) Bin) u.0.]=0 oder 1, 


je nachdem I,(®) = H ee de <oo oder = wo. 
i 
Saxer (Zürich). 
Chandrasekhar, S.: On a class of probality distributions. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 45, 219—224 (1949). 
ungen über die Existenz, Asymptotik und Momente der Verteilungs- 


‚dichte von | Ir,lr, En mit den Ortsvektoren r,, falls die Summe selbst die 
= 


mit einem a gebildete charakteristische Funktion 
exp ef [ Texp (- ) ] a) 


besitzt und somit n > 3/2 ist. Endliche Momente ergeben sich nur von der Ordnung 
» <3/n und werden sowohl in geschlossener Form als auch für einige p und n- 


“Werte tabellarisch angegeben. Szentmärtony (Budapest). 
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Cameron, R. H. and W.T. Martin: The behavior of measure and mea sur- 
ability under change of scale in Wiener space. Bull. Amer. math. Soc. 53, 130—137 
1947). 
” bezeichne m, das Wienersche Wahrscheinlichkeitsmaß innerhalb der Klasse 
© solcher stetigen Funktionen x(t)in 0 <t<1 mit x(0) = x(1) = 0, für welche 
die x(s) — x(t) bei festen s- und {-Werten um den Mittelwert Null mit der Streuung 
Is —t|/2 normal verteilt und über getrennte Intervalle voneinander unabhängig 
sind. Auf Grund eines — allgemeiner bereits von P. Levy [Amer. J. Math. 62, 
487—550 (1940); dies. Zbl. 24, 139] bewiesenen — Satzes ergeben sich dann bezüg- 
lich Maßstabsänderungen y(t) = Ax(t) folgende überraschende Resultate. Es gibt 
1. mit © maßgleiche Untermengen C/, für welche m,(4C)) = 0 ist bii= -1, 
2. zu jedem Paar von Funktionen 0 <f(A) <g(4) <1 je eine Menge E mit 
my(AE) = f(A) und Mmy(AE) =g(4) für alle A >0, 3. zu jeder einparametrigen 
Funktionalenschar F,(x) über ze ( ein explieit konstruierbares Funktional F (x) 
mit F(Ax) = F;(x) für jedes positive A fast überall innerhalb C. 

Szentmärtony (Budapest). 

Kae, M: On the notion of recurrence in discerete stochastie processes. Bull. 
Amer. math. Soc. 53, 1002—1010 (1947). 

Ein von Doob [Proe. nat. Acad. Sci. USA 20, 376—379 (1934); dies. Zbl. 
9, 221] formuliertes Prinzip über die Äquivalenz der Theorie der zeitbeständigen 
Zufallsvorgänge und einer Ergodentheorie dynamischer Systeme spezialisierend, 
werden ganz elementar ‚statistische‘ Versionen 1.des Wiederkehrsatzes, 2. des 
Satzes über die mittlere Wiederkehrzeit bei maßtreuen Umformungen dynamischer 
Systeme abgeleitet. Eine Folge {x,} von Zufallsveränderlichen (Beobachtungen), 
die alle die Werte (Zustände) {a} annehmen (zeigen) können, ist ein zeitbeständiger 


Zufallsvorgang, wenn a) Prob [x, = a„] = W(a,), 6) Prob [x;, = 4,,, . - X, = As, 
bei festen a,, Werten nur von den Differenzen |k,—k,| abhängig, insbesondere 
also ‚Prob.|[2, = 4,,,....%,=0,]) = W(@,. ..,40,,) Ast. Bedentel, daoom se u 
festes a, und a ein nicht a,, sowie P,(@,, . - -, Asy|@s,) = Wr (As, As - - -» @s,)/W (As,); 
also die Wahrscheinlichkeit von 3 =4,..,2%,=4,, falls x, =a, zutrifft, 
dann ist 

[0,0] 
(1) 23 Pr49(@ - : „a, ala) = 1für jedes «a, 


00 = 
2.0, = (k + 1)rP,,5(@,...,a,ala)=r/W(a) bei lim W,(@,...a) = 0. 
Mi N— 00 
Neben dieser Formulierung klassischer Sätze werden letztere selbst besprochen 
sowie gezeigt, daß die Smoluchowskysche Wiederkehrzeit bei den betrachteten 


x —_— == — 
Vorgängen als £ S (k + 1)tP,ı3 (a, ....,a,ala,a) definiert werden kann. 


Szentmärtony (Budapest). 

Wold, Herman 0. A.: On predietion in stationary time series. Ann. math. 
Statist., Ann Arbor 19, 558—567 (1948). 

Der Grundgedanke der erläuternden Mitteilung ist der, daß zwischen den zeit- 
beständigen degenerierten Zufallsvorgängen = ",&,,& & 1... wundıges 
wissen festen zeitlichen Folgen =, 21 2%, 241... eine Isomorphie fest- 
gestellt werden kann. Nämlich zwischen den &, und jenen x,, bei welchen der Ver- 
schiebungsinvarianz von E[&] bzw. [E,-&, +.) entsprechend die Mittelwerte 
20 bzw. x, Sal ’ lim dt FI) 5 %; bzw. &,' %,,, existieren 


j 177089, 00 2 

und somit gegenüber Verschiebungen invariant sind. Die &, und x, können dann 

als Vektoren von zwei solchen Realisationen des abstrakten Hilbertschen Raumes 

aufgefaßt werden, bei denen die inneren Produkte durch die angegebenen Erwartungs- 
o 
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bzw. Mittelwerte definiert werden und die unitäre Transformation durch die Ver- 
schiebung erklärt wird. Auf Grund dieser Isomorphie wird auf eine Reihe von 
Sätzen hingewiesen, in welchen die Theorie der linearen Vorhersage mit Hilfe 
der Methode der kleinsten Quadrate von den £&, auf die x, sich übertragen läßt. 

Szentmärtony (Budapest). 


Statistik: 


Smith, 6. 8.: Rapid ealeulation of standard deviations. Nature, London 164, 
“18 (1949). 

Mosteller, Frederick and John W. Tukey: The uses and usefulness of binomial 
probability paper. J. Amer. statist. Assoc. 44, 174—212 (1949). 

Die Auswertung und statistische Analyse von Beobachtungsergebnissen, wie sie in der natur- 
und auch in der wirtschaftswissenschaftlichen Forschung auftreten, erfordern in vielen Fällen 
der Praxis eine Behandlung nach dem Modell der Binomialverteilung, ihres Grenzfalles, der 
Poisson-Verteilung, oder ihrer Verallgemeinerungen. Für viele Zwecke erweist sich dabei 
die Genauigkeit, mit der ein geeignetes graphisches Verfahren die Resultate liefert, als völlig 
ausreichend, und es ist besonders der Übersichtlichkeit einer solchen Methode für die statisti- 
sche Praxis stets entsprechende Bedeutung beizumessen. — Die Verff. beschreiben in der vor- 
liegenden Arbeit die Anwendung eines in beiden (rechtwinkligen) Koordinatenriehtungen nach 
der Quadratwurzelfunktion geteilten Netzpapiers zur statistischen Untersuchung von Beob- 
achtungsdaten mit Binomialverteilung. Das behandelte graphische Verfahren verdankt seine 
Entetehung dem Bedürfnis nach müheloser Durchführung der bekannten Sinus-Transformation 
von R. A. Fisher, wonach in der Multinomial-Verteilung an die Stelle der Beobachtungswerte 
N, Ng, ++, N, gemäß cos?®, = n,/n (n = Beobachtungsumfang) Richtungswinkel D,, B;, .. ., 
®, (gemessen in Radianten) treten, die nahezu normal verteilt sind und näherungsweise die 
Streuung 1/4n besitzen. — In der Abhandlung wird die Brauchbarkeit des mitgeteilten Ver- 
fahrens an 22 instruktiven Beispielen aus der statistischen Praxis aufgezeigt und nicht zuletzt 
‘ darauf hingewiesen, daß sich schon R. A. Fisher und K. Mather im Jahre 1943 bei der sta- 
tistischen Behandlung eines biologischen Problems in gleicher Weise der graphischen Methode 
bedienten [Ann. Eugenies, London 12, 1—23 (1943) ]. — Ref. ist allgemein der Ansicht, daß man- 
ches Verfahren der modernen Testmethodik noch wesentlich an praktischer Bedeutung gewinnen 
kann, sofern es gelingt, die jeweils zugrunde liegenden analytischen Zusammenhänge einer zweck- 
dienlichen graphischen bzw. nomographischen ‚Vertafelung‘‘ zuzuführen. G. Wünsche. 


Skellam, J. G.: A probahility distribution derived from the binomial distribution 
by regarding the probability of success as variable between the sets of trials. J. R. 
statist. Soc., London, Ser. B. 10, 257—261 (1948). 

Verf. gibt für die Verteilung 

n\B(x+x2,P+-n— x) 
Kama =() ah 
die Momente und ein Approximationsverfahren zur Gewinnung der Maximum- 
Likelihood-Schätzwerte für die Parameter an. Die obige Verteilung, die aus der 
Binomialverteilung hervorgeht, wenn die Grundwahrscheinlichkeit p von Stich- 
probe zu Stichprobe gemäß einer Beta-Verteilung zufällig variieren kann, wurde 
bereits von E. S. Pearson [Biometrika, Cambridge 17, 388 (1925)] bei einer ex- 
perimentellen Untersuchung des Bayesschen Theorems verwendet. Bei gewissen 
genetischen Untersuchungen und bei Verkehrsproblemen liefert sie gute Annäherungen 
an beobachtete Verteilungen. Georg Friede (Göttingen). 

Gleissberg, W.: Bedingungen für die Anordnung zufälliger Fehler. Rev. Fac. 
‚Sei. Univ. Istanbul A 12, 107”—126 (1947). 

Damit Differenzen zwischen beobachteten und berechneten Werten als zu- 
fällige Fehler angesehen werden können, muß nicht nur ihre Verteilung einem Fehler- 
gesetz, etwa der Gaußverteilung, folgen, sondern es muß auch ihre Anordnung zu- 
fällig sein. Zur Prüfung auf zufällige Anordnung hatten Kermack und McKend- 
rick [Proe. R. Soc. Edinburgh 75, 228—240 (1937) ; dies. Zbl. 16, 413] die Verteilung 
und insbesondere den Erwartungswert für die Länge eines „run“(— Anzahl der 
Werte zwischen zwei aufeinander folgenden Extrema einschließlich dieser selbst) 
{ in Zufallsreihen herangezogen. Verf. gibt nun ein weiteres Kriterium an, das auf 


27* 
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dem Erwartungswert und der Streuung der Länge der Iterationen der Vorzeichen 
in Zufallszahlenreihen beruht, in denen gleich viele positive und negative Zahlen 
auftreten. Georg Friede (Göttingen). 

Hoeffding, Wassily: A non-parametrie test of independenee. Ann. math. 
Statist., Ann Arbor 19, 546—557 (1948). 

Bei der Untersuchung der Unabhängigkeit von zwei Zufallsveränderlichen x, % 
mit stetiger Verteilungsfunktion F(x, y) ist die Annahme 

D(x,y) =F(z, y) —F(x, ©)F(00,y) = 0 

zu prüfen. Hierzu wird aus einer Stichprobe {(x,, y,)} vom Umfang n >5 fol- 
gende, nur von der Reihenfolge der Stichprobenelemente abhängige Schätzung, 
Statistik! von’ D_gebildes: 'D, = Sola, mr... 2.9. la a 
Hierbei it ,=1,....n mit a,=+o, für ©=#j, und mit C(u) = 0 bzw. 1 für 
u< bzw. >0, sowie. v5.) = Cl a) - 0 — 2.) Ist z.B. die.Eunktion 
Pla, Y5--3% 95) = 1 Yıoal®) Pıoo(Y) Yıns(®) Yıas(y)- Wegen E(D,)— [ DX(z,y)dF(x,y)=4 
ist diese Statistik mit Ausnahme der Unabhängigkeit D—= 0 verfälscht (biased). 
Es wird aber gezeigt, daß es für Unabhängigkeitsprüfungen keine unverfälschte 
Reihenordnungsstatististik auf irgendeiner positiven Bedeutungsstufe (level of 


significance) gibt. Die Verteilung von Yn (D, — A) ist nach einer unmittelbar vor- 
angehenden allgemeinen Untersuchung des Verf. (dies. Zbl. 32, 41) asymptotisch 
normal, bei Unabhängigkeit allerdings degeneriert. Im Falle der Unabhängigkeit 
wird übrigens für n = 5, 6, 7 die genaue Verteilung von D, selbst berechnet und 
tabuliert. Szentmärtony (Budapest). 


Wolfowitz, J.: Consisteney of sequential binomial estimates. Ann. math. 


Statist., Ann Arbor 18, 131—135 (1947). 
Mit 7 werde bezeichnet ein Sequenztest für die Zufallsvariable z, die nur zweier 
verschiedener Werte mit den Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p fähig ist. p(g) = k*/k 


sei der im allgemeinen einzige exzessfreie Schätzwert von p [näheres siehe Ref. zu 


Savage, dies. Zbl. 32, 43]. n,(T') sei die Mindestlänge einer Sequenz beim Test 7. 


Es wird gezeigt: Gilt für eine Folge 7, T,,...: lim n,(7',) = ©, dann konvergiert | 
v— 00 
p(g) bei » — 00 stochastisch gegen p. — Bem. d. Ref.: Entgegen der Fußnote 


des Verf. S. 132 ist wie oft stillschweigend vorausgesetzt, daß die die Länge der 
Sequenz bestimmende Regel des Testes eine symmetrische Funktion in den Gliedern | 


der Sequenz ist. Ohne diese Voraussetzung wäre der Satz falsch. Hans Richter. 


Seth, 6. R.: On the variance of estimates. Ann. math. Statist., Ann Arbor 


20, 1-27 (1949). 


Es sei X,,X,,... eine Sequenz von zufälligen Größen mit den gemeinsamen | 
Verteilungsfunktionen 9, = P,(%1, - - ., 2,;0), wo 0 ein Parameter ist, der auch | 


mehrere Komponenten haben kann. 0*(x,,...,x,) sei ein defektfreier (unbiased) 


Schätzwert von 6 bei den Beobachtungen x, der Größen X,. Unter gewissen Re- | 


gularitätsbedingungen zeigte H.Crame6r [Mathematical methods of statisties, 
Princeton Univ. Press, 1946]: (1) 02(9*) > 1/E(öln p,/00)?. 0* heiße „efficient“, 
wenn in (1) die untere Grenze angenommen wird. Dies ist nach H. Cramer [a.a. O.] 


genau dann der Fall, wenn #* ‚‚sufficient‘‘ ist und wenn für die Verteilungsfunktion | 


9 (0*,6) von 6* gilt: (2) 69-0 = K - ölng/öO mit K= K(9,n). Von A. Bhat- 
tacharyya [On some analogues of the amount of information and their use in 
statistical estimation. Sankhya 8 (1946) und 8 (1947)] wurde (1) verschärft zu: 


(3) o*(0*) > mtl mit (mA) = (A) bei A,=#(®,-®,,,,5=1,...,m, wo | 


D, = 9,'6'p,/00' ist. — Zu (1) entsprechende Abschätzungen gelten für ein mehrere 
Komponenten enthaltendes 0. Diese Ergebnisse wurden durch J. Wolfowitz 
[dies. Zbl. 32, 42] auf den Fall der Sequenzprozesse von zufälligen Größen mit 
übereinstimmenden Verteilungsfunktionen ausgedehnt. — Genannte Ergebnisse 


Ey 
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werden in etwas anderer Weise neu abgeleitet und weitergeführt durch die folgenden 
mit jeweiliger Angabe der für p, notwendigen Regularitätseigenschaften versehenen 


Aussagen: (3) gilt auch für Sequenzprozesse. — Die von "Wolfowitz [a. a. O.] 
gegebene Abschätzung läßt sich verschärfen durch Zwischenschaltung eines dritten 
Ellipsoids. Diese Verschärfung ist analog der von (1) zu (3) führenden. — Die 


untere Grenze von (3) wird ana dann angenommen, nr für ein geeignetes m gilt: 
9% -0= 8 K,(0:n)-91(0*;0)::0(0*:0) 
i=1 


und wenn bei der eindeutigen an a ne See, 21,0%) nee 
bedingte ee h(E&. . .,&n-10*, 6) die Funktionen h1- 2ih/06° für 
vl, ‚m als Funktionen der £, linear unabhängig sind. Entsprechendes gilt 
im Falle eines 6 mit mehreren Komponenten. — Der letzte Paragraph ist Ortho- 
gonalitätseigenschaften der ®, gewidmet mit den Ergebnissen: Hat p, ein efficientes 
0* für 6, so sind = 1, ®, ®,,... eine Folge von Orthogonalfunktionen zur 


Belegung p,. Alle ®, sind Polynome in ®,. — Aus mu ():-d, = folgt 


ER, (9)-8,=0; Folgerung: Aus (4) 69*= K,(0) + = K,(0)-®, mit 0* =$0 


tot OK,(0)/60 = 0: die Darstellung (4) ist eindeutig: 0* ist der einzige Schätz- 
wert von K,(#) der Gestalt (4). — Gibt es ein 0* der Gestalt 0* = K,(0) + K,(0) : ®,, 
so gibt es auch nur ein solches 9*. Allgemeiner: Gibt es zu dem defektfreien Schätz- 
wert 6* von d ein vollständiges Orthogonalsystem von Polynomen in 0* und ist 0* 
von möglichst kleiner Varianz, so ist keine Funktion von 9* in endlicher Varianz 
außer 6* selbst ein defektfreier Schätzwert von 6. Hans Richter. 

Noether, Gottfried E.: Confidence limits in the non-parametrie ease. J. Amer. 
statist. Assoc. 44, 89—100 (1949). 

Für den Fall, daß über die einer Zufallstichprobe zugrunde liegende Ausgangs- 
gesamtheit nur bekannt ist, daß sie eine kontinuierliche Verteilungsfunktion be- 
sitzt, gibt Verf. eine Übersicht über die von A. Wald und J. Wolfowitz (dies. 
Zbl. 21, 424), N. Smirnoff (dies. Zbl. 31, 370), A. Kolmogoroff [Ann. math. 
Statist., Ann Arbor 12, 461—463 (1941)] u. a. entwickelten Methoden zur Be- 
stimmung 1. eines Confidencestreifens für die unbekannte Verteilungsfunktion, 2. eines 
Confidenceintervalls für den Bruchteil einer Ausgangsgesamtheit, für den die Zu- 
fallsvariable kleiner oder gleich einem gegebenen Wert ist und 3. von Confidence- 
intervallen für Quantile. Georg Friede (Göttingen). 


Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Ammeter, H.: A generalization of the eolleetive theory of risk in regard to 
fluetuating basie-probabilities. Skand. Aktuarietidskr. 1948, 171—198 (1948). 

Verf. behandelt ein verallgemeinertes Urnenmodell, in dem je A, Urnen mit 
einer bestimmten Verteilung gegeben seien (k—=1,2,...,n). Dann berechnet er 
die Wahrscheinlichkeitsdichte, charakteristische Funktion, Momente etc. samt den 
dazu gehörigen Grenzverteilungen von Poisson und Laplace. Auf Grund dieses 
verallgemeinerten Urnenschemas diskutiert er die Gewinnverteilungsfunktion im 


" Sinne Sr kollektiven Risikotheorie unter der Annahme, daß die Schadenhäufigkeit 


h, einer Pearson-Verteilung, Typus III, gehorche. Neben der Besprechung nume- 
rischer Beispiele verweist Verf. noch auf die 1 Möglichkeit der Behandlung des Ruin- 
problems mit dem gleichen Urnenschema. Saxer (Zürich). 
Saxen, Trygewe: On the probability of ruin in the colleetive risk theory for 
insurance enterprises with only negative risk sums. Skand. Aktuarietidskr. 1948, 
199—228 (1948). 
Verf. behandelt die Frage, wann eine Versicherungsgesellschaft mit nur 
negativen Risikosummen vor einem bestimmten Zeitpunkt dem Ruin verfalle. 
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Die zu diesem Zweck vom Verf. betrachtete Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Lö- 
sung einer gewissen Integro-Differentialgleichung, die er mit Hilfe sukzessiver 
Approximation bestimmt. Die vorliegende Arbeit steht in engem Zusammenhang 
mit der Untersuchung von Segerdahl [On homogeneous random processes and 
collective risk theory, Uppsala 1939]. Sazxer (Zürich). 

Zwinggi, E.: Eine Näherungsformel für die Prämie der Invalidenversicherung. 
Experientia, Basel 4, 218—219 (1948). = 

Der bei nicht zu langen Versicherungsdauern ausreichend genaue Näherungs- 
wert 

N 
Pi fe &l nd 

(1) en 7 E J eb rt Part nr n—t] 


len 6 


für die kontinuierlich zu entrichtende Prämie der anwartschaftlichen, höchstens bis 
zum Endalter x + n zahlbaren Invalidenrente 1 wird von Verf. umgeformt in 
2 „(@) 
fe-#1,,, SE pr Fin 
# land il ae 
t 
indem die logarithmische Reihe für f »;,7dt durch eine geometrische angenähert 


(2) De 


0) 

wird. (2) ist vorzuziehen, wenn die Sterblichkeit bei feststehender Invalidisierungs- 
intensität variiert wird, (1) bei Variation der Invalidisierungsintensität. Härlen. 

Grootenboer, B.: Einige Ergebnisse der gruppenweisen Reservebereehnung für 
Versicherungen von Witwenpensionen. Verzeekerings-Arch. 28, 46—50 (1949) 
[Holländisch ]. 

Kivikoski, E.: Über die Konvergenz des Iterationsverfahrens bei der Berechnung 
des effektiven Zinsfußes der Anleihen. Skand. Aktuarietidskr. 1948, 135 —156 
(1948). 

Eine Anleihe vom Betrage 1, zum Ausgabekurs k, werde in n-jährlichen Raten 
T,, T,,..., 7, getilgt, der nominelle Zinzfuß sei i,. Der effektive Zinsfuß i be- 
rechnet sich aus der Gleichung 


N 
NUT nr 
sn 
: 1 » 1 

N, zur wOhel Re 
l 

= nt 

k— NT, 


Verf. untersucht die Bedingungen, unter denen diese Gleichung durch Iteration ge- 
löst werden kann. Er beweist unter anderem: 1.Im Falle k <1 konvergiert die 
Iterationsfolge immer gegen den gesuchten effektiven Zinsfuß, von welchem positiven 
Wert man auch seinen Anfang machen mag. — 2. Im Falle k> 1 konvergiert die 
Iterationsfolge gegen den gesuchten effektiven Zinsfuß i wenigstens, wenn üfi <2 
und mit einem Wert des Intervalles 0, i, angefangen wird. Saxer (Zürich). 

Schumpeter, Josep A.: Irving Fisher’s econometries. Econometrica, Chi- 
cago 16, 219231 (1948). 

Verhulst, Michel J. J.: 'The pure theory of produetion applied to the French gas 
industry. Econometrica, Chicago 16, 295—308 (1948) 


Geometrie. 
Grundiagen: 


Noi, Salvatore di: Sull’abuso inveterato di un celebre teorema di Euelide. Boll. 
Un. mat. Ital., IH. 8. 4, 7981 (1949). 

Die Sätze 18, 19 und 20 des ersten Buchs der Elemente Ruklids, nämlich 
die Sätze: Der größeren von zwei Seiten eines Dreiecks liegt der größere Winkel 


I 
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‚gegenüber ; dem größeren von zwei Winkeln liegt die größere Seite gegenüber; 
‚jede Seite eines Dreiecks ist kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten, 
werden noch heute ebenso wie von Euklid selbst unter Benutzung des 16. 
Satzes des ersten Buchs (ein Außenwinkel eines Dreiecks ist größer als jeder 
der beiden ihm nicht anliegenden Innenwinkel) bewiesen, obwohl das Bestehen 
‚jener drei Sätze in der Geometrie auf der Kugel, in der Satz 16 nicht gilt, erkennen 
läßt, daß jene von diesem Satz unabhängig sind. Verf. skizziert darum zwei Be- 
weise jener drei Sätze, in denen der Satz vom Außenwinkel nicht benutzt wird. 
Der erste Beweis setzt außer den Axiomen der Verknüpfung und der Anordnung 
‚das Postulat voraus: Es gibt genau eine Bewegung, die eine Halbebene mit einer 
gegebenen Halbebene und eine auf der Begrenzung der ersten Halbebene liegende 
Halbgerade mit einer gegebenen Halbgerade auf der Begrenzung der zweiten Halb- 
ebene zusammenfallen läßt. Der zweite Beweis macht von der Umklappung der 
Ebene um eine Achse Gebrauch und erhält mit ihrer Hilfe zunächst die beiden Sätze : 
Liegt ein Punkt P in der Halbebene r B, wo r die Mittelsenkrechte einer Strecke 
AB ist, so ist 1. X PBA ><X PAB und umgekehrt, und 2. PA>PB und 
umgekehrt. Zacharias (Quedlinburg). 

Menger, Karl: La geometrie axiomatique de l’espace projeetif. ©. r. Acad. 
Ser., Paris 228, 1273—1274 (1949). 

Verf. stellt ein neues Axiomensystem auf zur Begründung der projektiven 
(reometrie des dreidimensionalen Raumes. Die üblichen Systeme leiden unter 
dem Mangel, daß sich aus einem solchen System das Dualitätsprinzip nicht sofort 
herauslesen läßt, wenn man die Unabhängigkeit der Axiome beibehalten will. 
Es werden nun die Begriffe „Punkt“, ‚Ebene‘, ‚Gerade‘ und ‚‚inzident‘“ als 
undefinierte Begriffe vorangestelit. Meistens postuliert man, daß jede Gerade 
mit wenigstens drei Punkten inzident ist, und die Existenz von vier Punkten, die 
nicht mit einer Ebene inzident sind. Die dualen Aussagen werden dann als Theo- 
reme hergeleitet. Mit Hilfe des Begriffes ‚Opposition‘ — darunter versteht Verf. 
die Figur einer Ebene und eines nicht damit inzidenten Punktes — gelingt es ihm, 
zwei Axiome zu formulieren, aus denen die angeführten Existenzaussagen dedu- 
ziert werden können, die aber ebenfalls in sich dual sind. Dadurch entsteht die 
Möglichkeit, die klassische projektive Geometrie, in der u. a. der Desarguessche 
Satz gilt, St insgesamt zehn Axiome zu begründen, die untereinander unabhängig 
sind und ein in sich duales System bilden. J.C.H.@erretsen (Groningen). 

Dequoy, Nieole: La geometrie projeetive plane en mathematique intuitioniste. 
C. r. Acad. Sci., Paris 228, 1098—1100 (1949). 

Es wird eine ebene projektive Geometrie konstruiert auf Grundlage der in- 
tuitionistischen negationslosen Logik von Griss [Proc. Akad. Wet. Amsterdam 49, 
1127—1133; Indag. math., Amsterdam 8, 675—681 (1946)]. Die Grundbegriffe sind 
„Punkt‘“(als Hloment einer Menge betrachtet), „Gerade“ (als Punktspezies), „ein Punkt 
liegt auf einer Geraden“, „zwei Punkte sind entfernt“. Der letztgenannte Begriff 
ist der ins Positive gewendete Terminus für: „zwei Punkte fallen nicht zusammen“. 
Der entsprechende Terminus für Geraden erweist sich als definierbar. Es werden 
nun sieben Axiome der Geometrie zugrunde gelegt. Das Desarguessche Axiom 
erscheint in der folgenden Fassung: Wenn von zwei Dreiecken die homologen Ele- 
mente paarweise entfernt sind und zwar derart, daß die Verbindungsgeraden von 
homologen Eekpunkten konkurrent sind, so sind die Schnittpunkte von homologen 
Seiten kollinear. Die umgekehrte Behauptung ist beweisbar.  J.C. H. Gerretsen. 


Elementargeometrie: 


Müller, Heinrieh: Eine einfache Näherungskonstruktion für die Zahl m. Z. an- 
gew. Math. Mech. 29, 254 (1949). 
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eLietzmann, Walter: Elementare Kugelgeometrie mit numerischen und kon- 
struktiven Methoden. (Studia Mathematica Bd. II). Göttingen: Vandenhoeck & 
Ruprecht 1949. VIII, 292 S., 157 Fig., geh. 12.50 DM, geb. 14.80 DM. 

Dieses fesselnd geschriebene Buch enthält allerhand elementare Wissenswürdigkeiten aus 
der Kugelgeometrie. Es wendet sich zunächst an die in der Ausbildung begriffenen zukünftigen 
Lehrer, aber daneben auch an manche schon im Amte stehenden Lehrer. Außerdem ist es auch 
brauchbar für Nichtmathematiker, die etwas von der Kugelgeometrie wissen wollen, z. B. Erd- 
kundler, und sogar wird ein nicht zu unbegabter Schüler seine Freude daran haben können. 
Die aus der Schulgeometrie benötigten Hilfsmittel sind nochmals systematisch zusammen - 
gestellt. Daneben findet man viele interessante Dinge, wie z. B. die Reyesche Konfiguration, 
Betrachtungen über dichteste Kugelpackungen, stereographische Projektion, Kartenkunde und 
vieles andere mehr. Inhaltsübersicht: I. Begriff, Ausmaße und wesentliche Rigenschaften der 
Kugel, II. Trigonometrische Berechnungen von Kugeldreiecken ; IIl. Zeichnerische Methoden 
zur Lösung von Aufgaben auf der Kugelfläche ; IV. Mathematische Erd- und Himmelskunde. 

J.C. H.Gerretsen (Groningen). 

Andreotti, Aldo: Sulla proposizione di de Zolt pei poliedri. Boll. Un. mat. 
Ital., III. S. 4, 68—75 (1949). 

Der Satz von de Zolt besagt: Läßt man von den n Teilpolyedern, in die ein 
gegebenes Polyeder zerlegt worden ist, irgendeins weg, so kann man mit den übrigen 
n — 1 Teilpolyedern, wie man sie auch anordnen mag, das gegebene Polyeder nicht 
ausfüllen. Die für diesen Satz gegebenen Beweise von Veronese, Schatunowsky 
u. a. unterliegen alle gewissen Einwendungen. Verf. gibt einen einwandfreien Beweis, 
der die Gedanken des von Hilbert für den de Zoltschen Satz für ebene Polygone 
entwickelten Beweises auf den Raum ausdehnt. Zacharias (Quedlinburg). 


Thebault, Vietor: Un chapitre de la geometrie r&ecente du tetratdre. Syme- 
dianes et second point de Lemoine. Bull. Soc. math. France 76, 95—107 (1948). 

In einem Tetraeder T = ABOD gibt es zwei Arten von Symmedianen, die sich beide im 
zweiten Lemoineschen Punkt Z schneiden: 1. AL, BL, CL, DL, 2. A’L, B'L, C'L, D'L 
[T’= A'B’C'D' das „Tangentialtetraeder‘‘, dessen Flächen in den Berührungsebenen der Um- 
kugel in A, B, CO, D liegen]. Die ersten Symmedianen sind die Orter der Punkte, deren Ent- 
fernungen von den Ebenen dreier Seitenflächen den Umkreisradien der Dreiecke dieser Flächen 
proportional sind. Die zweiten Symmedianen sind die Orter der Schnittpunkte dreier kon- 
gruenten, antiparallelen Schnittdreiecke von 7. Antiparallel heißen Dreiecke, die in den Tri- 
edern (4), (B), (©), (D) durch Ebenen parallel den Berührungsebenen der Umkugel in A, B, 0, D 
ausgeschnitten werden ; diese Dreiecke sind untereinander ähnlich, und zu einem von ihnen 
(das etwa zu BÜD antiparallel sein möge) gibt es drei kongruente, die den anderen Flächen 
von 7 antiparallel sind. Die ersten Symmedianen mögen die Ebenen der Seitenflächen BOD, CDA, 
DAB, ABO in A,, B,, O,, D, schneiden. Die Fußpunkte der durch diese Punkte in den betref- 
tenden Dreiecken gehenden Cevageraden seien (4, B1’, C1'),(B” ,41’,07'),(0" „41, BY), (A”,B",C"). 
Zu L gehören sieben assoziierte Punkte Z,, L,, L., La, Li, La, L;. Lund L,, Lund L,, Lund L,, 
L und ZL, teilen AA,, BB,, 0C,, DD, harmonisch. L und L,, L und L,, L und Z, teilen 0CY, 
B"Bi', AA, harmonisch. Die Tetraeder T= L,L,L,L, (das „metaharmonische Tetraeder‘) 
und T, = LL,L,L, bilden mit 7 ein desmisches System (d.h. je zwei von ihnen liegen vierfach 
perspektiv bezüglich der Ecken des dritten). — Das sind die Gebilde, deren bekannte Eigen- 
schaften Verf. in der vorliegenden Arbeit zusammenstellt und durch neue vervollständigt. 

ö Zacharias (Quedlinburg). 

Thebault, Vietor: On the Monge point of the tetrahedron. Amer. math. Monthly 
56, 4—13 (1949). 

Die Ebenen durch die Kantenmitten eines Tetraeders T senkrecht zu den Gegenkanten 
schneiden sich in dem Mongeschen Punkt M von T, der Mitte der Strecke GO (G Schwerpunkt, 
O Umkugelmittelpunkt von 7). M ist Mittelpunkt des Höhenhyperboloids von T. Verf. er- 
innert an diese und weitere bekannte Eigenschaften von M und beweist dann folgende Verall- 
gemeinerungen : Wenn sich die Ebenen durch die Kantenmitten eines Tetraeders T senkrecht 
zu den entsprechenden (oder gegenüberliegenden) Kanten eines zweiten Tetraeders T’ in einem 
Punkt @' schneiden, so schneiden sich auch die Ebenen durch die Kantenmitten von 7’ senk- 
recht zu den entsprechenden (oder gegenüberliegenden) Kanten von 7 in einem Punkt @. Dieser 
Satz wird zur Herleitung von Beziehungen zwischen dem Tetraeder und verschiedenen Kugeln 
benutzt. Die erste ist die Longchampskugel des Tetraeders t, dessen Ecken die Schwerpunkte 
der Flächen von 7 sind. [Der Mittelpunkt der Longchampskugel eines Tetraeders T ist das 
Spiegelbild von M bezüglich O; ihr Radius 30 ist gegeben durch 902 = IR? —-23 I(a? + a’); 
a, a' zwei Gegenkanten.) Sodann betrachtet Verf. die orthozentrische Kugel: da \ | 


s ist die Kugel 
. 2 n N ” .. ” . fe . Fe (=) 
mit dem Durchmesser MG. Weitere Sätze beziehen sich auf die Kugeln über den Leitkreisen 
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der Steinerschen Inellipsen der Dreiecke BOD, ODA, DAB, ABC und die zu ihnen orthogonalen 
Kugeln mit den Durchmessern MA, MB, MC, MD, sowie endlich auf das Kugelbüschel, zu 
dem die Umkugel, die orthozentrische Kugel und die Kugel (M, 0) gehören. Alle die genannten 
Kugeln werden nicht nur in dem Tetraeder 7, sondern auch in den Tetraedern MBCD,... 
und ihren Schwerpunktetetraedern t = @,@,@,@,,. . . untersucht. Zacharias (Quedlinburg). 


Analytische Geometrie. Projektive Reometrie: 


Buchner, P.: Geometrischer Ort dritter Ordnung. Flemente Math., Basel 4, 
49—51 (1949). 

Verf. behandelt mit den Hilfsmitteln der analytischen Geometrie die folgende Ortsaufgabe : 
Um die Ecke ( eines Dreiecks ABO wird ein Kreis mit Halbmesser r gezeichnet. Aus den Ecken 
4A und B werden die 4 Tangenten an den Kreis gezogen. Gefragt wird nach dem geometrischen 
Ort der Tangentenschnittpunkte bei veränderlichem Halbmesser r. Die Aufgabe wird zuerst 
für den Fall eines gleichschenkligen Dreiecks (CA = OB) gelöst. Der Ort ist eine zerfallende 
Kurve dritter Ordnung, die aus dem Umkreis und der Symmetrieachse des Dreiecks ABO be- 
steht. Für ein beliebiges Dreieck ABC erhält man eine schiefe Strophoide, d. h. eine rationale, 
zirkulare Kurve dritter Ordnung mit C als Doppelpunkt. Der al!mähliche Übergang der zerfallen- 
den Kurve des ersten Falles in die irreduzible des zweiten wird verfolgt und außerdem eine Para- 
meterdarstellung der Strophoide gegeben. — Die Aufgabe ist wohl als Ubungsaufgabe für den 
Unterricht in analytischer Geometrie gedacht. Der gewonnene Satz ist nicht neu. Er findet 
sich zuerst bei van Rees, Corr. math. 5, 361 (1829). E. Löffler (Stuttgart). 

„* Terraeini, Alejandro: Über die Beziehungen zwischen den gegenseitigen Ab- 
ständen von vier Punkten einer geraden Punktreihe. Math. Notae, Rosario 8, 1—5 
(1948) [ Spanisch ]. 

Für irgend 4 Punkte A, B, C, D einer geraden Linie gilt bekanntlich die Eulersche 
Formel BO-AD+04A-BD+AB-CD=1V. Sie ist vom Typus (1) & f(BC, AD)=0, 
wenn man unter feine Funktion zweier Variabler x, y [speziell f(x, y) = xy] ver- 
steht und festsetzt, daß die Summation sich auf alle Terme erstrecken soll, die 
man erhält, wenn man A, B, C zyklisch vertauscht und D festhält. Auch die be- 
kannte Chaslessche Beziehung N BUO=0 ist von diesem Typus, wenn man 
f(x, y) = x annimmt. Verf. verallgemeinert die Eulersche Formel in folgender 
Weise. Ist s eine positive ganze Zahl und setzt man f(x, y) = (* + 9° + (1). 
(x — y)‘, so besteht eine Gleichung vom Typus (1), wenn man dort f(x, y) = f*(x, Y) 
setzt. Mit anderen Worten, es ist N [(BC + AD) + (-1)1- (BC — AD)Y] =. 
Für s = 1 ergibt sich die Chaslessche, für s = 2 die Eulersche Formel. Das allgemeinste 
Polynom vom Grade s derart, daß für 4 beliebige Punkte einer Geraden eine Be- 

S 

ziehung (1) gilt, hat die Form f(x, y) = = c,f*(x, y). — Sind I, m, n, p, 9, r 6 Variable, 
so ist die Gleichung (2) f*(l, p) + f(m, g) + (n, r) = 0 erfüllt, wenn (3) 1= BO, 
m=(04A, n=4AB, p=AD, q=BD, r=CD gesetzt wird. Befriedigen die 
6 Variablen die Gleichungen (2) für s = 1, 2, 3, so befriedigen sie sie für jedes be- 
liebige s. Dann existieren stets 4 Punkte einer geraden Punktreihe derart, daß die 
6 Beziehungen (3) oder die 6 Beziehungen (4) 1= — BO, m = —CA, n = —AB, 
p= AD, qg=BD,r = CD bestehen. Der Fall, dß 1 =m=n=0 ist, d.h. 
daß die Punkte A, B, © zusammenfallen, wird besonders untersucht. Dieselbe 
Verallgemeinerung läßt sich für die Formel von Simson (oder Stewart) 
N (BC-AD?) + BCO-CA-AB= 0 durchführen. Zum Schluß werden die ge- 
wonnenen Sätze im 6-dimensionalen Raum S, gedeutet, wobei die 6 Variablen I, m, 
n, p,g, r als nicht homogene Punktkoordinaten betrachtet werden. Zum Beispiel: 
Die beiden Mannigfaltigkeiten der Punkte des S,, deren Koordinaten vermöge der 
Beziehungen (3) oder (4) einem Punktquadrupel auf einer Geraden zugeordnet sind, 
erfüllen je einen S, in diesem S,. E. Löffler (Stuttgart). 

Haupt, Otto: Über die Paare ähnlicher Kegelschnitte in Kegelschnittbüscheln. 
S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1947, 81—114 (1949). 

In einem Kegelschnittbüschel (KSB), dessen Kegelschnitte nicht ähnlich sind, 
sind die Kegelschnitte nach einem Steinerschen Satz paarweise ähnlich, ausgenommen 
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die einzige gleichseitige Hyperbel des KSB, sowie die einem Kreis am nächsten 
kommende Ellipse, die von der gleichseitigen Hyperbel am meisten abweichende 
Hyperbel bzw. die Parabel, je nachdem das KSB zwei, keine bzw. eine Parabel 
enthält. Hierbei sind die ähnlichen Kegelschnitte im allgemeinen nur im weiteren 
Sinne (i. w. 8.) ähnlich. Zwei Hyperbeln sind ähnlich i. w. S., wenn ihre Asym- 
ptotenwinkel gleich oder supplementär sind. Zwei Ellipsen sind i. w. S. ähnlich, wenn 
sie das gleiche Achsenverhältnis besitzen, oder wenn mindestens die eine Ellipse 
ausgeartet ist. Irgend zwei Parabeln sind ähnlich i. w. 8. Zwei i. w. 8. ähnliche 
Hyperbeln sind im engeren Sinne (i. e. S.) ähnlich, wenn beide nicht ausgeartet bzw. 
ausgeartet sind. Zwei nicht ausgeartete Parabeln sind ähnlich auch i.e. S. Zwei 
nichtausgeartete i. w. 8. ähnliche Ellipsen sind ähnlich i. e. S., wenn beide reell oder 
nichtreell sind. Zwei ausgeartete Parabeln sind ähnlich i.e. S., wenn beide reell 
oder imaginär sind. Verf. beweist den Steinerschen Satz und untersucht die Be- 
dingungen, unter denen die ähnlichen Hyperbelpaare des KSB nur i. w. S. ähnlich 
oder ähnlich auch i.e. S. sind. Der Beweis des Steinerschen Satzes ist rein geome- 
trisch und wird auch auf ein Büschel von nicht algebraischen Kurven zweiter (linearer 
Realitäts-)Ordnung angewendet, welche paarweise nur die vier Grundpunkte (soweit 
diese reell sind) gemeinsam haben und deren jede durch einen (geeigneten) fünften 
Punkt eindeutig bestimmt ist. Gyula Sz. Nagy (Szeged). 


Rost, Georg: Algebraische Ableitung des Steinerschen Satzes über die Paare 
ähnlicher Kegelschnitte in Kegelsehnittbüscheln. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. 
Akad. Wiss. München 1947, 115—118 (1949). 

Verf. beweist den Steinerschen Satz und seine Verschärfung von O.Haupt 
(vel. voransteh. Referat) algebraisch. Außerdem wird bewiesen, daß die Verbin- 
dungsgeraden der Mittelpunkte der ähnlichen Hyperbelpaare oder Ellipsenpaare 
von KSB untereinander sämtlich parallel sind. Gy. Sz.-Nagy (Szeged). 

Langr, Josef: Construction de la conique passant par quatre points et sem- 
blable A une conique donn6e. Casopis Mat. Fysiky, Praha 74, D73—D80 (1949) 
[Tschechisch ]. 

Dans cet article l’auteur r&sout les problemes sur les coniques & l’aide d’une 
transformation quadratique plane speciale appelee conjugation isogonale. 1 
commence par etudier les proprietes metriques fondamentales de cette transfor- 
mation. En choisissant convenablement le triangle fondamental de cette trans- 
formation il fait correspondre & la conique cherchee une droite, qui est directement 
determine par les donnees du probleme. Il applique aussi sa methode aux pro- 
blemes voisins. (Autoreferat.) 

Srb, Jan: Sur les simplexes autopolaires d’une polarit6 de Pespace A n dimen- 
sions. Casopis Mat. Fysiky, Praha 72, 49—58 und franz. Zusammenfassg. 58—59 
(1947) [Tschechisch ]. 

Dans la premiere partie de l’article ’A. demontre le theor&me suivant: Les pyramides 
normales (simplexes) autopolaires d’une m&me polarite de l’espace & n dimensions sont de la 
meme espece, c. & d., les ar&tes de deux differentes pyramides normales autopolaires d’une m&me 
polarite de l’espace & n dimensions peuvent toujours ötre mises en correspondance d’une telle 
maniere qu’& chaque ar&te d’une des deux pyramides correspond une seule ar&te de l’autre, 
de sorte qu’aux ar&tes passant par un sommet d’une des pyramides correspondent les aretes pas- 
sant par un sommet de l’autre et que les involutions des pöles harmoniques engendrees sur les 
aretes correspondantes des deux pyramides soient de la m&me espece. — Dans la deuxieme 
partie de l’article ’A. demontre par voie synthetique le theoreme suivant: Une pyramide 
normale autopolaire d’une polarite de l’espace & n dimensions possöde au plus trois especes 
differentes de sommets, a savoir: k(ÖO<k<nH+ 1) sommets par lesquels passent (k — 1) 
aretes contenant une involution elliptique, (0 <I<n-+ 1) aretes contenant une involution 
hyperbolique et n — (k +1 — 1) arötes contenant une involution parabolique de pöles harmo- 
niques ; 2 sommets par lesquels passent (1 — 1) ar&tes contenant une involution elliptique, k 
aretes contenant une involution hyperbolique et n — (k + 1 — 1) arötes contenant une involution 
parabolique de pöles harmoniques et n— (k +1 -—1) sommets par lesquels passent (k + ]) 
aretes contenant une involution parabolique de pöles harmoniques et n — (k + 1) aretes dont 
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tous les points sont singuliers. — A l’aide de ces deux theorömes et de la collineation par la- 
quelle se correspondent mutuellement deux pyramides normales autopolaires donnees de la 
meme espece, l’auteur effectue la classification projective des polarites, et, par suite, aussi celle 
des quadriques de l’espace & n dimensions par rapport aux collineations reelles. 

i (Autoreferat.) 
Algebraische Geometrie: 


Waerden, B.L. van der: The foundation of algebraie geometry. A very in- 
complete historieal survey. Studies Essays, pres. to R. Courant, 437-449 (1948). 


Der Überschrift entspechend gibt Verf. einen kurzen Überblick über die moderne Ent- 
wicklung derjenigen Richtung der algebraischen Geometrie, die von Emmy Noether und 
ihrem Schülerkreis in Göttingen ausgegangen ist. Aufbauend auf die von Hilbert, Lasker 
und Macaulay begonnene Theorie der Modulsysteme (Polynomideale), auf Dedekinds arith- 
metische Theorie der algebraischen Funktionen und Ideale, sowie auf die Körpertheorie von 
Steinitz hatte Emmy Noether ihre allgemeine (abstrakte) Idealtheorie in allgemeinen kommu- 
tativen Ringen und in „ganz abgeschlossenen‘ Ringen geschaffen. So standen die theoretischen 
Grundlagen da, auf denen die algebraische Geometrie, welche inzwischen besonders durch 

"italienische Mathematiker große und überraschende Fortschritte erfahren hatte — allerdings 
mit Methoden, die nicht überall befriedigten —, nach verschiedenen Gesichtspunkten neu auf- 
gebaut werden konnte. Verf. bespricht seine eigenen Leistungen, die zunächst die Nullstellen- 
mannigfaltigkeiten der Polynomideale, die von ihm eingeführten Begriffe „allgemeine Null- 
stelle“ und ‚relationstreue Spezialisierung‘ betreffen, ferner die durch Schuberts ‚Prinzip 
vgh der Erhaltung der Anzahl“ und den allgemeinen Bezoutschen Satz geleiteten Bemühungen 
hinsichtlich der Definition der Multiplizitäten der Schnittpunkte algebraischer Mannigfaltig- 
keiten. Diese mit viel Geschick und großem Scharfsinn durchgeführten Untersuchungen reichten 
allerdings nicht so weit, um eine allgemein anwendbare Definition der Schnittmultiplizität zu 
liefern, da sie sich ausschließlich auf den Schnitt zweier algebraischer Mannigfaltigkeiten be- 
ziehen, die komplementäre Dimensionen d und n — d (in einem projektiven Raum P,) besitzen 
und sich in endlich vielen Punkten schneiden ; schon der Fall, daß 3 Flächen des gewöhnlichen 
Raumes sich längs einer Kurve, oder 2 Raumkurven sich in einem Punkte schneiden, kann 
mit den vorgeschlagenen Methoden nicht gelöst werden. Topologische Methoden, die besonders 
durch Brouwer, Kneser, Alexandroff, Lefschetz und Severi entwickelt wurden, hat 
Verf. u. a. in seiner Arbeit Math. Ann., Berlin 102, 337—362 (1929) über den Schubertschen 
Kalkül herangezogen ; aber trotz der Schönheit und Nützlichkeit dieser topologischen Methoden 
seien algebraische Methoden wegen ihrer größeren Tragweite vorzuziehen. Kine solche ist die 
von Severi auf den erweiterten Gebrauch der algebraischen Korrespondenzen gegründete 
Methode. Dagegen hält Verf. die rein idealtheoretische Methode, die in der geradlinigen Ent- 
wicklung Hilbert, Lasker, Macaulay, E. Noether liegt, für zu wenig einfach und wirksam ; 
das dürfte nach Ansicht des Ref. nür so lange richtig sein, als man an dem bisherigen beschränkten 
Begriff der algebraischen Mannigfaltigkeit festhält und nicht in der Lage ist, eine eindeutige 
Zuordnung von Polynomidealen und algebraischen Mannigfaltigkeiten herzustellen. — Ge- 
meinsam mit Wei-Liang Chow hat Verf. den Begriff „zugeordnete Form‘ oder „Cayley-Form‘ 
definiert und besonders auf algebraische Systeme angewendet. Hier ist zu bemerken, daß Severi 
vor kurzem (Math. Kongress Innsbruck, 29. 8—3. 9. 49) der Ansicht widersprochen hat, daß 
durch die zugeordnete Form die Aufgabe gelöst werde, eine algebraische Mannigfaltigkeit durch 
eine einzige Gleichung darzustellen, da die Koordinaten dieser Gleichung nicht diejenigen eines 
linearen Raumes (sondern einer Graßmannschen Mannigfaltigkeit) seien und daher die zwischen 
diesen geltenden Gleichungen noch hinzugefügt werden müßten. — Nach Ansicht des Verf. 
wird der letzte Schritt in der Begründung der algebraischen Geometrie durch die Bewertungs- 
theorie ermöglicht, deren Grundstein Hensel gelegt hat und die bereits von Emmy Noether 
in die allgemeine Idealtheorie eingebaut worden ist. Seither ist sie von vielen bekannten For- 
schern weiter entwickelt und mit manchem Erfolg angewandt worden, z. B. auf das klassische 
Problem der lokalen Uniformisierung algebraischer Mannigfaltigkeiten (Kneser, Zariski) 
und auf die Konstruktion eines singularitätenfreien Modells (Walker, Zariski, A. Weil). 
Eine konsequente Weiterbildung der Bewertungstheorie, die Verf. kurz skizziert (eine ausführ- 
liche Darstellung soll demnächst in den Acta Salamant. 2 erscheinen), soll dazu dienen, den durch 
Max Noether eingeführten Begriff „unendlich benachbarter Punkt“ durch einen weniger 
Anstoß erregenden Begriff zu ersetzen. Gröbner (Innsbruck). 


Morgantini, Edmond: Sui fasei di eurve piane razionali. Rend. Sem. mat. Univ. 
adcva 18, 203—227 (1949). 

En vue de la transformation eremonienne de certaines congruences de courbes 
rationnelles en congruences de droites ou de coniques, leth&oreme suivant est dömontre: 
Soit F(z, yt) = F(&, y) + tFyx(x,y) = 0 un faisceau lineaire de courbes ra- 
tionnelles irreductibles, les coeffieients des polynomes F/,F', appartenant aun corps K. 
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Il est toujours possible de transformer F en un faisceau lineaire Fa, y), A: 
— Fa, y) +tR,(@,y)=0, oü Fj et F, sont des polynomes de degr& un ou 
deux, au moyen d’une transformation birationnelle 7’ [x — Ra, Deere »Y ); 
x’ — Ri(x, y), y' = R}(x, y)], les coefficients des fonctions rationnelles R,, R,, RR, 
appartenant & K. — La demonstration part du th&or&me de Noether qui assure 
la possibilit6 de changer par une transformation birationnelle 5, de coefficients dans 
K (t), le faisceau F soit dans le faisceau x’ + ty’ = 0 soit dans un faisceau ® (x »Y; D=0 
rationnel, en general non lineaire, de coniques. Dans le premier cas, qui resulte en 
particulier quand le degre de F en x, y est impaire, la chose est finie puisque on 
peut substituer t, dans les &quations qui definissent S, par (—F, : #3) ou par (— :y). 
Dans le deuxieme cas, qui peut se presenter seulement si le degre de F est paire, 
la demonstration est plus compliquee. Elle tient compte des groupes de courbes, 
conjuguees par rapport & K, reductibles du faisceau F et du faisceau de coniques D 
ainsi que du fait que la reductibilite de ces courbes ait ou non lieu dans le corps K. 
Ce fait donne des precisions sur le nombre et sur la parit& des points base du fai- 
sceau F qui permettent de considerer diverses sous-classes et de donner, pour chacune 
d’entre elles, la demonstration. Mais nous n’entrerons pas dans les details tech- 
niques de celles-ci. @. Ancochea (Madrid). 


Bilek, Jan: Sur une involution du plan J,, de la deuxiöme elasse. Casopis Mat. 
Fysiky, Praha 73, 17—29 und franz. Zusammenfassg. 28—30 (1948) [Tschechisch]. 

Cetie involution est formee, comme on sait, & l’aide d’un faisceau de coniques S, et d’un 
faisceau de cubiques S3 dont quatre points de base sont communs. Soient A,, .... Ay les points 
de base du faisceau de cubiques 8}, A,,...., Ay les points de base du faisceau de coniques 82. 
Le faisceau de cubiques 8; decoupe sur une conique du faisceau 83 une serie Iimeaire g3, dont 
les groupes sont les couples de points correspondants de notre involution. La caracteristique 
de cette involution est A}, A3, 43, 43, A2, .... Ad. La courbe des points invariants A est du 
7° ordre. L’auteur considere la creation de cette involution & l’aide du complexe lineaire 
83(47,..., 47,45, ...,4,j; de quintigques hyperelliptiques, qui est „‚compose‘“. Dans ce com- 
plexe il n’y a pas de quintique irreductikle, ayant le cinquieme point general pour le point 
double. Si l’on prend pour le cinquieme point double un point general sur la courbe Z, ce point 
definit un faisceau de quintiques elliptiques, ayant 12 courbes rationnelles, dont le sixieme 
point est situe sur la courbe 4. — Si deux points principaux du cinquieme ordre et un du 
deuxi&me ordre sont situes sur une droite, l’ordre de J,, est reduit d’une unite. Si trois points 
principaux du deuxieme ordre sont situes sur une droite, l’ördre de J,, est reduit de quatre 
unites. Si trois points prineipaux du eingauieme ordre sont situes sur une droite, l’ordre de 
J,, est reduit de six unites. — En combinant ces trois cas d’une maniere convenable, on peut 
arriver A une involation d’ordre quelconque, inferieur A 11, bien entendu. 

(Autoreferat.) 

Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Terzioglu, A. Nazim: Über den Satz von Gauß-Bonnet im Finslerschen Raum. 
Univ. Istanbul. Face. Sei. Rec. M&m. comm&m. la Pose de la premiere Pierre des 
nouv. Inst. 26—32 (1948). 


In dieser Arbeit beweist man die Relation / ie HN | Kdo =ıen mia 
9, Ä 
6 G 


einem dreidimensionalen Finslerschen Raum für eine einfach geschlossene, stetige 
und zweimal stetig differenzierbare Kurve ©, die ein einfach zusammenhängendes 
sebiet @ berandet. Hier bedeuten: o, die geodätische und K die Gaußsche Krüm- 
mung, beide in einem oskulierenden Riemannschen Raum, der mit Hilfe einer 
Kurvenschar definiert ist. — Verf. bettet die Kurve C in die Kurvenschar ii — pi (ak), 
ein und definiert den oskulierenden Riemannschen Raum durch den Tensor 
9;;(2", @(z)) = y,,(@*). Die Länge, der Winkel, das invariante Differential eines 
Vektors, die in bezug auf diesen Riemannschen Raum definiert sind, sind aber von 
der Schar = g*(x#) unabhängig. — Für den Beweis des Gauß-Bonnetschen 
Satzes konstruiert man einen speziellen Riemannschen Raum, mit Hilfe einer in 
zwei Punkten die Kurve © berührenden Kurvenschar, die das Gebiet @ schlicht 
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überdeckt. Man erhält dann leicht die obige Relation, wenn man die Darbouxschen 
Formen für 1/o, benutzt. N. T'heodorescu (Bukarest). 

Davies, E. T.: Subspaces of a Finsler space. Proc. London math. Soc., IT. S. 
49, 19—39 (1947). 

Es ist bekannt, daß es in einer Fin F, (n-dimensionaler Finslerscher Raum) 
zwei verschiedene Übertragungen gibt, die zur F'„als solcher gehörende (‚‚intrinsic‘‘ 
connexion) und die durch Projektion induzierte (‚‚induced‘ c.), die hier im Gegen- 
satz zur Vin V,, nicht zusammenfallen. Dieser Sachverhalt wird hier dargestellt 
mit Hilfe der D-Symbolik von v.d. Waerden und Bortolotti [vgl. Ref. u. 
D. J. Struik, Einführung in die neueren Methoden der Differentialgeometrie TI, 
2. Aufl., Groningen 1935, S. 93; dies. Zbl. 11, 174], deren Erweiterung für 
die F, und Anwendung auf die Formeln von Frenet, Gauß, Codazzi auf 
Hombu zurückführt [J. Fac. Sci. Hokkaido Univ., I. 5, 67—94 (1936); dies. 
Zbl. 16, 78]. Die Behandlung ist hier weniger formal als bei Hombu. In dem 
weiteren Teil der Arbeit wird die Deformation der F', behandelt mit Hilfe der 
von Schouten und v. Kampen eingeführten Methoden [vgl. a.a.O., Einf. I, 
S. 140]. Eshandelt sich dabei, wie immer, zunächst um die Berechnung des absoluten 
Differentials aller wichtigen invarianten Größen aus dem Lieschen Differential und 
der gegebenen Variation. Bei der Berechnung der zweiten Differentialform zeigt 
sich wiederum, daß die Verhältnisse viel verwickelter sind als bei einer Vin V,. 
Es ergeben sich verschiedene zweite Differentialformen. In $8 kommen die F,„_ı 
zur Sprache, bei denen das bevorzugte Linienelement in der Richtung der Ein- 
spannung liegt. $9 ist den Minimal-F', gewidmet, und es kommt eine besondere 
Klasse von F,, zur Sprache, die in naher Beziehung stehen zu einer gewissen Klasse 
von Cartanschen Mannigfaltigkeiten, deren Geometrie von einem gegebenen (n—1)- 
dimensionalen Inhaltsmaß ausgeht. Schouten (Epe/Holland). 

Wrona, W.: Conditions ne@cessaires et suffisantes qui determinent les espaces 
Einsteiniens, eonformement Euclidiens et de eourbure constante. Ann. Soc. Polo- 
naise Math. 20, 28—-80 (1948). 

Der erste Abschnitt bringt eine kurze, deutliche Darstellung der Schoutenschen 
Kern-Index-Methode. In II werden verschiedene Formen angegeben der notwendigen 
und hinreichenden (n. u.h.) Bedingungen, denen eine V, zu genügen hat, um Ein- 
steinsch zu sein (K„, = /g,„,). Für n = 2m ist n. u. h., daß in jedem Punkt die 
erzwungene Krümmung zweier in diesem Punkte gegenseitig senkrechter V,, 
gleich ist. Für allgemeine Werte von n >2 ist n. u. h., daß in jedem Punkte die 
erzwungenen Krümmungen aller V, , durch diesen Punkt gleich sind. Es folgen 
noch allgemeinere Sätze. Der Abschnitt III behandelt die konformeuklidischen 
V,(C,);. Für n = 2m kann man durch jeden Punkt m gegenseitig senkrechte V, 
legen. N. u. h. ist, daß in jedem Punkte die Summe der m erzwungenen Krüm- 
mungen unabhängig ist von der Wahl der m 2-Richtungen. Statt der m V, kann 
man aber ebensogut zwei gegenseitig senkrechte V,, nehmen. Nur für n — 4 sind 
beide Sätze identisch. Für allgemeine Werte von n kann man durch jeden Punkt p 
gegenseitig senkrechte Mannigfaltigkeiten V „,.-; Im; mt tm,=n, 
legen. N. u.h.ist dann [Haantjes, Proc. Akad. Wet. Amsterdam 43, 91—94 (1940); 
dies. Zbl. 22, 389], daß die Summe der p Produkte von Dimensionszahl und er- 
zwungener Krümmung in jedem Punkt unabhängig ist von der Wahl der m,-, 
Mg, ., My-Bichtung. Abschnitt IV handelt über V,, konstanter Krümmung ($,). 
Es gilt die Erweiterung eines Satzes von Schur: Sind für irgendeinen Wert von 
m, lL<m<n, und für jeden Punkt die erzwungenen Krümmungen aller V,, 
durch diesen Punkt gleich, so sind dieselben unabhängig von der Wahl des Punktes. 
Ist m <n-—1, so folgt überdies, daß die V,, eine S, ist, für m—=n— 1 folgt 
nur, daß sei Einsteinsch ist. Die Arbeit enthält noch bemerkenswerte Spezialsätze 
fürm4; Schouten (Epe/Holland). 
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Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde: 


Haupt, Otto: Schwach ordnungsminimale Kontinua im projektiven R,. S.-B. 
math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1947, 75—16 (1949). 

Der (starke) Ordnungswert (kurz OW) eines Kontinuum St des projektiven 
Raumes R, ist die maximale Mächtigkeit des Durchschnittes von St mit allen Hyper- 
ebenen von R,. Die ordnungsminimalen Kontinua, d.h. die Kontinua vom OW n 
sind mit den einfachen Bogen und Kurven vom OW » identisch. Bei vielen Unter- 
suchungen ist der schwache Ordnungswert (SOW) angemessen. Dieser SOW ergibt 
sich, wenn die maximale Mächtigkeit nicht bezüglich aller Hyperebenen genommen 
wird, sondern wenn man dabei von einer im Raume aller Hyperebenen nirgends 
dichten Menge von Hyperebenen absehen darf. Die Bestimmung der Kontinua vom 
minimalen SOW n ist schwieriger, weil dann in solchen Kontinuen Verzweigungs- 
punkte auftreten können. Die Ergebnisse werden ohne Beweis mitgeteilt. Z. B.: 
die Anzahl der Verzweigungspunkte eines ordnungsminimalen Kontinuums im 2, 
besitzt eine von n abhängige endliche obere Schranke. Gy. Sz.-Nagy (Szeged). 

Haupt, Otto: Über eine Kennzeichnung der Ovale von der zyklischen Ordnung 
Vier. 8.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1947, 73—74 (1949). 

Ordnungscharakteristiken (kurz OCh) bedeuten Kurven, die durch irgend & 
Punkte eindeutig bestimmt sind und sich mit diesen Punkten stetig ändern. Wird 
ein Bogen B (oder eine Kurve) von jeder OCh so getroffen, daß die Reihenfolge der 
Treffpunkte auf B und auf der OCh dieselbe ist, und hat Bin jedem seiner Punkte & 
die Eigenschaft, daß die OCh durch k auf Q sich zusammenziehende Punkte konver- 
gieren und daß die Limesmenge eine auf B nirgends dichte Menge von Punkten 
gemeinsam hat, so gelten die folgenden Verallgemeinerungen des Vierscheitelsatzes: 
Ein Grundbogen bzw. eine Grundkurve von mindestens dem Ordnungswert (OW) 

—k-+1 besitzt mindestens p Scheitel. Ein Grundbogen vom OW k+1 
besitzt höchstens k + 1 Scheitel. Die Grundkurve besitzt den OW k-+1 dann 
und nur dann, wenn sie genau k + 1 Scheitel besitzt. Der OW eines Bogens B ist 
die größte Mächtigkeit r >k, welche der Durchschnitt von B mit einer OCh be- 
sitzt. Ein P von B hat den OW p >k, wenn jede hinreichend kleine Umgebung 
von P auf B den OW p besitzt. It p >k-+1, so ist P ein Scheitel. — Die aus- 
führlichen Beweise sind inzwischen in einer Arbeit des Verf. [Ann. Mat. pura 
appl., Bologna, IV. S. 27, 293—320 (1948)] erschienen. Gyula Sz.-Nagy (Szeged). 

Witt, Ernst: Rekursionsformel für Volumina sphärischer Polyeder. Arch. 
Math., Karlsruhe 1, 317—318 (1949). 

Es bezeichne V(H, ::- H,) das Volumen des Durchschnitts der n Halbsphären 
H,,..., H, der N-dimensionalen Sphäre und es sei 7, = NV (Hu, 2), wobet 
sich die Summation über alle Kombinationen 1 Sy <’"<p, zn erstrecken 
soll; 7, bedeute noch das Volumen der Vollsphäre. Verf. gibt einen kurzen Beweis 
der für ungerade » gültigen Rekursionsformel 
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(B2, bezeichnet die Bernoullische Zahl), welche bereits von L. Schläfli (Theorie 
der vielfachen Kontinuität, herausgegeben von J. H. Graf, Denkschr. d. Schweizer. 
Naturforsch. Ges., Bd. 38, Basel u. Zürich 1901, $ 24, Formel 1) angegeben wurde. 

H. Hadwiger (Bern). 
 Itraszewiez, S.: Un th6oreme sur la largeur des ensembles convexes. Ann. 
Doc. Polonaise Math. 21, 90—93 (1948). 

Unter der Dicke einer Punktmenge der Euklidischen Ebene versteht man die 
Dicke (minimale Breite) ihrer konvexen Hülle. Verf. beweist die folgende Aus- 
sage : Ist die konvexe Menge E der Dicke A in der Vereinigungsmenge zweier Men- 
gen £, und E, der Dicke A, und A, enthalten, so gilt A <A, -+4,. H. Hadwiger. 


(4 oo 1) Ihr »+1 
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Kadefävek, FrantiSek: La construction des eourbes ovales. Casopis Mat. Fysiky, 
Praha %4, D70—D73 (1949 [Tschechisch]. 

On traite la construction des lignes ovales compos6es de deux circonferences 
touchant l’une l’autre et tangeant deux droites donnees en deux points donndes. 
sous la condition que la difference des rayons est minimale ou que la rapport des 
rayons est le plus convenable. Dans la solution on fait l’usage seulement des moyens 
de la geometrie eleEmentaire, on n’a pas employ& du caleul. (Autoreferat.) 


Topologie: 


Noväk, Jos.: Construction d’espaces dont les points O- resp. O-söparables sont. 
donnes d’avance. Casopis Mat. Fysiky, Praha %3, 49—56 u. franz. Zusammenfassg. 
57 (1948) [Tschechisch ]. 


I. Dans le present article je me propose de construire des espaces 7',, dont les couples 
des points O-separables c. a d. points avec les entourages disjoints sont donndes d’avance 
(probleme de M.Cech). Soit donne un ensemble abstrait M de la puissance m. A tout point 
x associons un sousensemble $(x) contenant le point x. Designons par 7 une topologie telle que 
l’ensemble @(x) est ögal a la partie commune de la fermeture de tous les entourages de x. La 
condition 
6%) six Eo(y), alors yEp(e) 
est necessaire mais pas suffisante pour l’existence de la topologie r. Par contre, la topologie 7 
existe, sila condition (1) est valable et s’il existe un sousemsemble infini N de la puissance m 
tel que 2 non €o9(y) pour zEN, yEN, x=y et que Ja puissance de la partie commune 
NNyg(x) est < m pour tout point x. Il en resulte: La topologie 7 existe, si la condition (1) 
est valable et si la puissance de tout ensemble »(x) est < mou < m’< m, m etant regulier 
dans le premier cas et irregulier dans le second. — II. Dans cet article on donne la construction 
d’un espace 7, de puissance arbitraire indenombrable, dans lequel il n’, a pas d’ensembles 


ouverts avec fermetures disjointes (deux points O-s6parables). C’est la solution du probleme 
d’Alexanaroff et Urysohn. (Autoreferat.) 


Noväk, Josef: Regular space, on which every eontinuous funetions is eonstant. 
‘ Casopis Mat. Fysiky, Praha 73, 58-67 u. engl. Zusammenfassg. 67—68 (1948) 
[Tschechisch ]. 

The present paper concerns the solution of Urysohn’s problem of the existence of regular 
topological spaces R in which every continuous real-valued function is constant. There exists 
such a space R of arbitrary uncountable cardinal number. First of all it is proved that every 
real-valued continuous function defined on the space P=Ax B—(a*, P*) is constant, where 
A and B are two compact L-spaces, of infinite cardinal numbers a< b, in which every point 
except two, &* and ß*, is isolated. Now, let @ be the set of all quadruples (x, ß, ., y), € 4, 
PEB, n positive integer, y€ B, (x, P) = (a*, B*), where two identifications hold: I. Tycho- 
noff’s identification 

(&,ß*,n,y) (x, ß*,n -- 1,Y) for all odd integers »=]1,3,... 

(a*, P,n, y) (x*, ß,n + 1,y) for all even integers n = 2,4,... 

II. («*, 8,1,y) = (a*, ß,1,y’) for. ally€ B,y’ € B. — Le the point-set a P; N Yo) — 

(&, P) 

(x*, B*, nn Yu) be homeomorphie with the space P for all integers n, > 0 and all y, € 2; let 
y = »(2) be a one-to-one correspondence between J and B, where J denotes all isolated points 
z= (&, ß, r, y), «== &* and simultaneously ß == ß*; let us define lim 2, = 2, where 2, = 
(& Pr» 2%, P(2)). Then, Q is a regular L-space, on which every real continuous function is constant, 
but in which the neishbourhoods need not be open. T’he construction of the space R makes 
use of Cech’s idea of U-modification of topology ir 9, in which the neighbourhoods are open. — 
Urysohn’s problem was solved by the present author in September 1946. Towards the end 
of the same year a copy of the Annals of Mathematies 47 (1946), arrived in Prague, in which 
Edwin Zewitt presents the following solution: Let x be an infinite cardinal number which 
is not the sum of x, cardinal numbers smaller than x. Then there exists a regular space KR 
of cardinal number x in which every continuous real-valued function is constant. — Both 
‚solutions, Hewitt’s and mine, are independent on one another. Hewitt’s solution rightly 
claims priority, for it was sent to press in October 1945. In spite of this, I have thought it 
would be of some use to submit my own solution, as it is more general presenting the con- 
struction of the space R for an arbitrary uncountable cardinal number. Likewise my method 
of construction and prcof differ from Urysohn’s and Hewitt’s. (Autoreferat.) 
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Hu, Sze-Tsen: Mappings of a normal space into an absolute neighborhood 
retraet. Trans. Amer. math. Soc. 64, 336—358 (1948). 

Les theoremes d’Eilenberg [Fundam. Math., Warszawa 32, 167—175 (1939); 
ce Zbl. 21, 162] sur la classification des applieations d’un complexe X dans 
un espace topologique Y sont &tendus par l’A. au cas oü X est un espace normal; 
Y doit par contre &tre suppose un retract absolu de voisinage (A. N.R.). On ob- 
tient ainsi des theorömes gen6ralisant ceux de Bruschlinsky et de Hopf sur la 
classification des applications d’un espace compact de dimension n dan S! ou 8”. 
La technique de demonstration utilise les groupes de cohomologie de Cech de 
l’espace X, ainsi que les notions de „bridge“ et „bridge mapping“. L’A. se ramene 
ainsi A des applications du neıf A (suppos6 realise geometriquement) d’un recouvre- 
ment de X dans Y; il definit alors un ensemble de classes d’,,obstruction“ et il 
obtient des theor&mes d’extension d’une application du squelette A” a Art; 
A. introduit alors la notion de n-homotopie et enonce les conditions dans les- 
quelles deux applications n-homotopes sont homotopes. Dans le cas ou X est 
compact, et Yun A.N.R. aspherique pour toute dimension <n, & toute appli- 
cation f{:X — Y correspond un n-cocycle caracteristique, invariant par homotopie; 
reciproquement, si les groupes de cohomologie H’+!(X,r,(Y), r >n, sont 
nuls, & toute classe de Hr (X, r,) correspond une application f dont c’est l’&lement 
caracteristique: de lä une göneralisation du th&eoreme de classification de Hopf. 
Side plus Y est compact, on peut definir dans Hr(Y, ,) un cocycle fondamental, 
et le cocycle caracteristique de f en est alors l’image transposee. L’A. donne & 
la fin une göneralisation aux A.N.R. compacts des theoremes d’Eilenberg 
relatifs aux types d’homotopie; en particulier: conditions pour qu’un A.N.R. 
compact connexe ait möme type d’homotopie que S”. T'hom (Pfaffenhausen). 

Errera, A.: Sur le probleme des quatre eouleurs. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., 
V.S. 33, 807—821 (1948). 

Das Vierfarbenproblem soll für spezielle ‚‚geringelte“ (annele) Gebietseinteilungen 
(Karten) auf der Kugel untersucht werden; deren Gebiete lassen sich aufteilen in 
„Ringe“ und ‚Kerne‘ (noyau). Die Ringe sind zyklische Ketten von Gebieten, 
wobei jedes Gebiet nur mit den beiden Nachbargebieten der Kette je eine Kante 
gemeinsam hat. Ein Kern ist ein einfach zusammenhängender Komplex K von 
Gebieten, von denen jedes mit dem Rande von K mindestens eine Kante gemeinsam 
hat. „Lokal geringelt“ heißt eine Karte, wenn für jedes Gebiet die an dieses an- 
grenzenden Gebiete einen Ring bilden. Es wird bewiesen, daß in diesem Falle die 
Karte selbst geringelt ist und die Frage aufgeworfen, ob jede geringelte Karte sich 
darstellen läßt als zusammengesetzt aus „konzentrischen‘ Ringen und zwei Kernen, 
etwa entsprechend der Zoneneinteilung der Erdkugel. Für solche Karten werden 
in dieser ersten Abhandlung noch verschiedene Begriffe und Bezeichnungen ein- 
geführt; die Untersuchung ihrer Färbbarkeit ist einer weiteren Abhandlung vor- 
behalten. Künneth (Erlangen). 

Shannon, Claude E.: A theorem on coloring the lines of a network. J. Math. 
Physics, Massachusetts 28, 148—151 (1949). 

In einem Netzwerk (Graph) seien die einzelnen Knotenpunkte miteinander 
durch Drähte so verbunden, daß jeder Draht genau zwei Knotenpunkte verbindet 
und daß an jedem Knotenpunkt höchstens .m Drähte enden; dabei ist erlaubt, daß 
zwei Knotenpunkte durch mehrere Drähte verbunden sind. Die Drähte sollen nun 
so gefärbt werden, daß an keinem der Knotenpunkte zwei Drähte von gleicher 
Farbe enden. Wie triviale Beispiele zeigen, gibt es Netzwerke, in denen dazu Em] 
verschiedene Farben benötigt werden. Verf. zeigt, daß man auch immer mit höch- 
stens [3m] Farben auskommt. Der Beweis stützt sich für gerades m auf einen Satz 
von Peterson über die Faktorzerlegung von Graphen; für ungerades m erfolgt er 
mittels Induktionsschluß über die Anzahl der Knotenpunkte. Stöhr (Hamburg). 


